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ز اامتحانات نهايي داخل و خارج  رسي و كتاب د سؤال متنوع و حل شده از سؤالات 700اي كامل به همراه اين مجموعه شامل درسنامه
كرد وجه به رويتتاب با ك. تمام نكات لازم براي شما ارائه شده . اين ه كشور به همراه سؤالات مفهومي و تأليفي از متن كتاب درسي

ن نهايي راي امتحابتدوين شده و سعي كردم كاستي هاي اونو پوشش بدم .  از طرفي نحوه ي نوشتن پاسخ تشريحي ،   3كتاب رياضي 
ؤالات حل سمفاهيم و  فاده ازكه با است بطوريهتدوين كتاب سازو كار.  "اندازه بنويسي و نمره سوال رو كامل بگيري "هم ارائه شده تا به

"  توضيح دار"ريحي و آزمون شبيه سازي شده امتحان نهايي همراه با پاسخنامه كاملاً تش 8ؤالات بعدي باشي .  شده قادر به حل س

  آوردم تا شما سوالات امتحان نهايي رو قبل از برگزاري ديدار كنيد .

ت سؤالانشويد  غافل از آن وجه هاي كتاب درسي شروع كنيد و به هيچها و تمرينلاز حل مثا بايدبراي موفقيت در درس رياضي 
فظ كردن . آفت موفقيت شما حنشهاي كتاب درسي طراحي ميها و مثالامتحانات نهايي و حتي كنكور به طور مستقيم از تمرين

 د كه حل هرقت كنياكتفا كردن به خواندن حل مسأله كارساز نيست، د ه ودرس درست ! تسلط بر مفاهيم مستلزم فهماتهپاسخ تمرين
 . رياضي از طريق حل مسئله براي حل سؤالات جديدتر و درك مفاهيم اساسي هراي شما كمكيسؤال ب

 :ميده دقت به موارد زير موفقيت شما را افزايش 
   . مفاهيم و تعاريف در حل مسئله كاربردتوجه  به چنين ررسي موضوعات به صورت تشريحي و مفهومي و همب -1
   .و اينكه روش هاي مختلف حل يه سوال رو يادبگيري ي زيادحوصلهيادگيري عميق موضوعات با  -2
ول سعي كنيم مثال هاي حل شده كتاب رو هم بايد امن  اعتقاد به ( البتهلات حل شده و پس از آن حل تمرين وابررسي نمونه س -3

 رجوع به پاسخ.خودمون حل كنيم ) و در صورت نيافتن راه حل 
مرين حل شده است، ت 1٠٠٠و حفظ كردن  ندن تر از خوبيش به مراتبخودتون حل مي كنيد كه  تمرين 5٠ارزش  ه بدونيدخوب

به حل آن دتون هايي است كه خوها و تمرينترين آن براي حل مسأله رياضي مثالترين قسمت يادگيري و كاربرديمهم چون
 پردازيد.مي

وتاه مدت ين درس در كظار نداشته باشيد در اانت ره ،بنابراين اوم از ياد ميتكرار و تدو در صورت عدم  ه فرآيند يادگيري رياضي تدريجي
نتيجه درسي  هردر ارت ومهتسلط  اتفاق مي افته .پيدا كنيد بلكه اين مهم آهسته و پيوسته با تمرين مطالب آموخته شده كامل تسلط 

 . يهتلاش مستمر و پيگير
 

ن اس بي پاياشما سپ از صبر و حوصله و دقت وداز من دريغ نكنيد تا مجموعه بهتري ارائه بش اين كتاب رالطف كنيد كمي و كاستي 
 . دارم 

 را از ايشان دريغ داشتم .بسياري وقت نثار همسر و فرزندانم كه براي تاليف اين مختصر ، سپاس و عشق     
  

نيني گَلمجامحمد صادق روحا: 4140 فروردين كرج   

 به جای مقدمه  
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  هندسه  6فصل          
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  تفكر تجسميي       
الات و پديده هاي واقعي و مجازي است و با توجه به كشف و درك اين ح حالات ممكن ازذهني فرايند تفكر تجسمي بر اساس تصويري سازي 

 نتايج حاصل از تحليل آنها مي توان مسائل مرتبط را حل و بحث نمود . 
 دوران 

              
 

                        
 

                             
 

               

                               
        

                                        

                           
 ) اگر پاره خطي حول محوري موازي خودش دوران كند سطح استوانه حاصل مي شود . 1
 مايل دوران كند سطح مخروطي ناقص  حاصل مي شود .) اگر پاره خطي حول محور ،    2
 ) اگر پاره خطي حول محور ،  مايل دوران كند و يك سر آن روي محور باشد  سطح مخروطي حاصل مي شود .  3
 
  

 
 
 

 : يك نيم كره تو خالي شكل حاصل از دوران يك نيم  دايره حول  شعاع عمود بر قطر آن 
 خواهد بود . 

 يك استوانه خواهد بود . : طول يا عرض آن  لدوران يك مستطيل حوشكل حاصل از 

مخروطي قائم  : اضلاع قائمهشكل حاصل از دوران يك مثلث قائم الزاويه حول يكي از 
 خواهد بود .  و تو خالي 

خواهد بود  كره اي  تو خالي   : شكل حاصل از دوران يك دايره حول يكي از  قطر هاي خود

:  از دوران يك پاره خط حول پاره خط ديگري كه بر آن عمود است شكل حاصل 
 خواهد بود .  دايره اي تو پر 
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 اگر كره را با يك صفحه قطع دهيم همواره سطح مقطع دايره خواهد بود  .الف )  
 اگر يك استوانه قائم را با يك صفحه قطع دهيم ممكن است مستطيل ، بيضي ، دايره ايجاد شود .ب ) 
 اگر پاره خطي حول محوري موازي خودش دوران كند سطح استوانه حاصل مي شود .پ ) 
 اگر يك مستطيل حول يكي از اضلاعش دوران كند استوانه ساخته مي شود .ت ) 
 اگر يك مربع يا لوزي حول يك قطر خود دوران كند دو مخروط حاصل مي شود  .  ث ) 

 
 به ترتيب كدامند  ؟  BCو  AB) شكل مقابل يك ذوزنقه قائم الزاويه است .شكل حاصل از دوران آن حول ضلع  1 

 
     پاسخ:��    
 
 

 يك مخروط ناقص خواهد بود  . ABحول                        
 
 
 

 يك استوانه و يك مخروط خواهد بود  BCحول                        
 
 
 
 دوران دهيم حجم شكل حاصل را به دست آوريد .  d) اگر مثلث قائم الزاويه شكل روبرو را حول خط  2
    
 پاسخ:�

 با اين دوران حجم حاصل عملا تفاضل حجم استوانه از مخروط  خواهد بود.              
                                                                                      � � � � � � � �mV Vo V� � � � � � � �2 213 6 3 6 363 

 
 
 
 را به دست آوريد.  باشد  4هنگامي كه  قطر نيم دايره  �)در شكل مقابل حجم حاصل از دوران شكل ، حول خط  3

 پاسخ:�         
 
 

 خواهد بود  .   2و يك كره با شعاع   7و ارتفاع   4اي با شعاع تفاضل حجم استوانه  با اين دوران حجم حاصل عملاً
                                                                                                     � � � � � �kV Vo V ( )� � � � � � � �2 34 3 44 7 23 3 )4  

 
 
 
  را حول عرضش دوران دهيم ، حجم جسم حاصل چقدر است  ؟  4و عرض  5) اگر مستطيلي به طول  4
 

      : سخ پا �      
                                                            V r h V ( ) ( )� � � � � � �2 25 4 1 � 

 
 

    

حجم استوانه     حجم مخروط   

حجم مورد نظر 

حجم مورد نظر   

 حجم استوانه  حجم كره    
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 ؟واحد فاصله دارد برش مي دهيم سطح مقطع حاصل چه قدر است    4واحد ، با صفحه اي كه از مركز كره    8كره اي به شعاع )  5
 

 :  پاسخ��     
 

                                                    
 

  قطع مي كند مساحت  از محور آن را  3است صفحه اي موازي محور و به فاصله   10و   5در استوانه اي كه شعاع قاعده و ارتفاع آن  به ترتيب )  6
 سطح مقطع چقدر است ؟      

 
 

    پاسخ:�     
LHM S L h� � � � � � 	 � 	 �2 25 3 4 8 1 82 8� 

 
 
شده  را يك بار حول قطر بزرگ و بار ديگر حول قطر كوچكش دوران مي دهيم  .تفاضل حجم دو جسم ايجاد  8و   6يك لوزي با قطر هاي )  7

 چقدر است  ؟
 

    پاسخ: �    
 

�حجم مخروط از رابطه :             �V r h�� 2
 به دست  مي آيد  .  3

 خواهد بود 4و ارتفاع   3وقتي لوزي را حول قطر بزرگ آن دوران مي دهيم  دو مخروط با شعاع           

V                       كه از قاعده به هم چسبيده اند و حجمشان مي شود :             ( ( ) ( )�� � �2
1 2 3 4 243 

 

 

 خواهد بود  3و ارتفاع    4حال اگر لوزي را حول قطر كوچك  آن دوران مي دهيم  دو مخروط با شعاع           

 

V                        كه از قاعده به هم چسبيده اند و حجمشان مي شود  :             ( ( ) ( )�� � �2
2 2 4 3 323 

                          V V� � �� � � �2 1 32 24 8 

  

  

R r h r R h

S r

� 
 � � � � � � �

� � � �

2 2 2 2 2

2

64 16 48 4 3

48
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 دوران مي دهيم حجم حاصل از دوران  ناحيه رنگ زده را محاسبه  كنيد . MNرا حول ضلع   4)  مربع مقابل با ضلع   8

 

    پاسخ: �        

��مربع را كه دوران دهيم استوانه اي به حجم           � � �oV r h ( )� � � � � �2 24 4 حجم حاصل از دوران ربع دايره را محاسبه  حاصل مي شود حال  64
 مي كنيم كه يك نيمكره مي شود  . 

                                                                                                                                                   kV ( r ) ( ) ( )�� � � � �3 31 4 2 24 642 3 3  در نهايت  3

        o kV V V �� � � 64
3  

6,مستطيلي با ابعاد )  9  درجه دوران مي دهيم  حجم شكل حاصل را به دست  آوريد .  120ك آن  و چرا حول ضلع ك  3

    پاسخ: �    

 . دخواهد بو 3و ارتفاع   6درجه كامل  يك استوانه  به شعاع قاعده   360شكل حاصل از دوران            

�12درجه انجام شود حجم حاصل   120حال اگر دوران            1
36 3

1
3� 1
 حجم آن استوانه خواهد بود .   3

 

          V ( R h) ( ( ) )� � � � � �2 21 1 6 3 363 3 

 

 خالي را با عبارات مناسب پر كنيد . جا هاي ) 10
 

 شكل حاصل از دوران يك ربع دايره حول شعاع عمود بر قطر آن يك .............................  است . –الف       
 
 

 الف ) نيمكره       پاسخ: �      

 
 

 است . ............................كل حاصل از دوران يك مثلث قائم الزاويه حول يكي از  اضلاع قائمه ش -ب      
 
 

 ب ) مخروط     پاسخ: �     
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1است و يال هاي جانبي آن به طول   2قاعده يك هرم منتظم مربعي به ضلع ) 11 هستند . بيش ترين سطح مقطع گذرنده از راس و    
 عمود  بر قاعده اين هرم را محاسبه كنيد .

 
      پاسخ: ��   

از بين تمام صفحات گذرا از راس و عمود بر قاعده بشترين سطح مقطع زماني حاصل مي شود كه اين صفحه شامل يكي از قطر هاي مربع       
 باشد 

              

(SBD)

BDBD BC BD BO

BS BO SO SO SO

S BD SO

� � � 	 � � � �

� 
 � � 
 � �

� 	 � 	 	 �

2 2 2 2

2 2 2 2 12

1 1 3

1 1 2 3 32 2

2SO1 SOSO
 

 دوران مي دهيم سطح كل شكل حاصل از دوران را محاسبه كنيد .   �مربع را حول خط  ، ) با توجه به شكل 21  

 
 
 

 است   rh�2 :  برابر hو ارتفاع   rسطح جانبي يك استوانه با شعاع قاعده ي  پاسخ: �    

rh :      2و ارتفاع  3اين شكل برابر مساحت جانبي استوانه اي به شعاع قاعده  سطح جانبي بيروني               ( )( )� � � � �2 2 3 2 12  

rh:          2و ارتفاع  1سطح جانبي دروني  اين شكل برابر مساحت جانبي استوانه اي به شعاع قاعده               ( )( )� � � � �2 2 1 2 4  

 واحد است كه دايره اي به شعاع  يك از  آن جدا شده است  :  3رويه بالا و رويه پايين دايره اي به شعاع               

                                   ( ) ( )� � � � �2 22 3 2 1 16 

 

kSدر كل داريم  :                 � � 
 � 
 � � �12 4 16 32 

 

 
 

 ايجاد مي شود .......................... است   �36) بيشترين مساحت مقطعي كه از برخورد يك صفحه با كره اي با حجم  13
 

 بيشترين سطح مقطع هنگامي حاصل مي شود كه صفحه از مركز كره بگذرد بنابراين  پاسخ: �     

                                                     V R R R

S R

� � � � � � � �

� � � �

3 3

2

4 36 27 33
9

  

 

  

 

 
 بيشترين مساحت براي اين دايره است      
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 رویه مخروطی      
دوران دهيم. دو تا مخروط ايجاد مي شود كه در راس به هم متصل شده اند . حال اگر  ( كه با آن متقاطع است )  Lرا حول محور   dاگر خط 

 قطع دهيم . موارد زير رخ مي دهد .  pرويه مخروطي را با صفحه 
 صل مي شود .عمود باشد . دايره حا Lبر  محور   pالف ) صفحه  
 هم نباشد بيضي حاصل مي شود .    dعمود نباشد و موازي مولد   Lبر محور   pب ) صفحه  

 مخروط باشد . هذلولي حاصل مي شود .    Lموازي محور   pج ) صفحه   
 باشد . سهمي حاصل مي شود  .     dموازي مولد  pد ) صفحه   

 از راس دو مخروط  بگذرد . نقطه حاصل مي شود  . pه ) صفحه    
 
 
 
 

 عبارات مناسب پر كنيد .جا هاي خالي را با ) 14
 .شكل حاصل از دوران يك ربع دايره حول شعاع عمود بر قطر آن يك .............................  است  – 1 
 است .......ه ......................ع قائمضلاا ي از ثلث قائم الزاويه حول يكشكل حاصل از دوران يك م - 2 
 ......   است ....................................قائم الزاويه حول وتر آن ......شكل حاصل از دوران يك مثلث  - 3 
 را حول قطر بزرگ آن دوران دهيم حجم شكل حاصل .................... است .  4و   6اگر يك لوزي با طول قطر هاي  – 4 

 
 پاسخ: �    
  �8) دو مخروط هم قاعده به حجم 4              ) دو مخروط هم قاعده            3) مخروط                                2) نيمكره                                  1        
 
 و يك سطح مخروطي ، مي تواند بيضي باشد  ؟ pدر كدام يك از حالت هاي  زير حاصل برخورد صفحه ي )  51

        1  (p      .  2     بر محور سطح مخروطي عمود باشد  (p .  بر محور سطح مخروطي  موازي باشد 
       3   (p  4                    . بر مولد سطح مخروطي  موازي باشد  (p .  بر مولد سطح مخروطي  عمود باشد 
 

  پاسخ: �        
 درست است چون در اين حالت  4گزينه  هم نباشد بيضي حاصل مي شود .    dعمود نباشد و موازي مولد   Lبر محور   pصفحه                      
 عمود بر مولد است شرايط فوق را دارد . pوقتي                      

 
 چند مورد از گزاره هاي زير درست است ؟) 16

 بر محور سطح مخروطي عمود باشد و از راس آن عبور نكند ، شكل حاصل دايره است .  p) اگر صفحه  1     
 بر محور سطح مخروطي عمود باشد ، و از راس نگذرد ، شكل حاصل بيضي است .  p) اگر صفحه  2    
 در يكي از موقعيت ها با مولد سطح مخروطي موازي باشد و از راس آن عبور نكند ، شكل  حاصل يك سهمي است .  p) اگر صفحه  3   
 سطح مخروطي را هم در قسمت بالايي و هم قسمت پاييني قطع كند و از راس آن عبور كند . شكل حاصل هذلولي است  .  p) اگر صفحه  4   
 

 سخ:پا �     
   درست  است   3و  1فقط موارد                              
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 بيضي  
  

Fمكان هندسي نقاطي از صفحه است كه مجموع فواصل آن ها از دو نقطه ثابت ( كانون ها بيضي  , F�   مقدار ثابت (a2   است كهa2   طول قطر بزرگ يا
 كانوني بيضي ناميده مي شود .

                                                          AA a , BB b , FF c , MF MF a� � � �� � � 
 �2 2 2 2                           
 
 
 
 

                                                                                                                   
 در شكل مقابل  
 را كانون هاي بيضي مي گوييم .  �Fو    F) نقاط   1 
F) فاصله بين دو كانون را كه مقدار ثابتي ا ست  فاصله كانوني بيضي مي گوييم و آن را برابر    2  F c� �  فرض مي كنيم .   2
A) پاره خط  3  A�   را قطر بزرگ و محور كانوني  و  پاره خطB B�  . را قطر كوچك و محور نا كانوني  مي گوييم 

 
 
 
 
 .است   aدر بيضي فاصله هر راس ناكانوني  از كانون برابر  

 
FBبا توجه به شكل    BF��   و از طرفيB    : نقطه اي روي بيضي است بنابراينFB BF a�
 � 2 
BFدر نتيجه  :    BF a�� � 
 
 
 
 
a  :   داريم  BOFدر شكل مقابل در مثلث قائم الزاويه    b c� 
2 2 aو در هر بيضي   2 b , a c� � 

 
 
 
 
 مختصات  نقاط مهم در بيضي افقي  
                

                       
A A B B F F

A A B B F F

A A B B F FO

x x x x x x

O
y y y y y y

� � �

� � �

� � �
 
 

� � �


 
 

� � �


 
 

� � �

2 2 2

2 2 2

2 2 2

A xxA 

� 2

Ay yA 



� 2

 

 

                                        
a a c c

O A A F F B B
b b


 � 
 �
� � �


 �
a a c c

A A F F B B

 




�� �� �A A F F B B
b b


A A F F B B   

  

 كانوني فاصله  كانوني نا قطر  قطر كانوني 

bb

AAوسط هر سه پاره خط  , BB , FF� �  مركز بيضي است  �
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 مختصات  نقاط مهم در بيضي قائم  
 

                                 
A A B B F F

A A B B F F

A A B B F FO

x x x x x x

O
y y y y y y

b b
O A A F F B B

a a c c

� � �

� � �

� � �
 
 

� � �


 
 

� � �


 
 

� � �


 �
� � �


 � 
 �

2 2 2

2 2 2

2 2 2

Ax xA 



� 2

Ay yA 



� 2

b b
A A F F B B



�� �� ��A A F F B B

a a c c
 



A A F F B B

                  

 
 
 
 

ceدر هر بيضي نسبت   خروج از مركز  :   خروج از مركز  :
a

 را خروج از مركز بيضي مي گويند  .    �
 
 
 
 

                                                                                                                     cFF MF MF c a e
a

� �
 
 
 � 
 
 � 
 � 
2 2 1cFF MF MF c a ec
a

��� ���
 �� 2 2 1c a ec �� 
 
 
 

bاگر                    , a  چون  را داشته باشيمc a b� �2 be                          :    خروج از مركز از اين رابطه نيز بدست مي آيد    2 ( )
a

� � 21 

 
 
                    

                                                                                                                                                                                             if e��1  
 
 
 

                                                                                                                                                                                                                      if e� 
 
 
 

 باشد ، خروج از مركز بيضي را به دست  آوريد .  5و فاصله كانون تا مركز آن برابر   24) اگر در يك بيضي  طول قطر كوچك  17
 

 پاسخ:�      

                
b b , OF c

ca b c a a e
a

� � � � � �

� 
 � � 
 � � � � � �2 2 2 2

2 24 12 5 5

5144 25 169 13 13

 

 

 نشان مي دهد هرچه كمتر تپل ترخروج از مركز چاقي و لاغري بيضي را 
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��كانون هاي يك بيضي   )81 � � �F , , F ,� 2 2 14 3هستند و خروج از مركز آن   2
,Bاست .   5 B , A , A��  را تعيين كنيد و نمودار آن را رسم كنيد .  �

 پاسخ: ��      

                    

� � � �F FO O , c FF c

ce a
a a

b a c A A

B B



� � �

�
 �� � � � � 
 � � � �



� � �

� � � � �


 � � � �
�� � � � � �


 � � � �

2 2

2 2

2 14 82 2 14 2 2 2 12 62 2 2 22
3 6 15

8 1 18 8 1 21 36 8 2 2
8 8
2 8 1 2 8 6

A�
18 8 1 2

A
� � � �

�36

B 2

  

 
�اگردر يك بيضي داشته باشيم )  91 � � � � �F , ,F , ,B ,� �3 2 5 2 1  آنگاه خروج از مركز بيضي را به دست آوريد . 4

 :پاسخ�         

   � �
� � � �

a b cc FF cF FO O , cB , b , b b e
a

� 
 �� � � � 
 � 
 � ��� � � � � � � ��
 ��� � �� �
 � � 
 � � 
 � � � � � �� ��� � � �

2 23 5 1 4 16 2 2 52 5 3 8 42 4 22 22 1 4 2 4 22 2 5 52

2 5�
 

 

Aخروج از مركز بيضي كه )  20
�
�

1
�Bراس كانوني  و     2

 راس غير كانوني آن باشد كدام است ؟   3

    1  (2
2   2  (2

4        3  (3
4              4  (3

2  

   4گزينه پاسخ: �     
 

 با توجه به شكل مركز و طول قطر هاي بيضي تعيين مي شود .   
 

          
� �O B O Ax x , y y O , OB b , OA a c a b c

ce
a

� �� � � � � � � � � � � � � � �

� � �

2 2 23 2 2 4 16 4 2 3

2 3 3
4 2

  

 
F) اگر در بيضي مقابل مختصات كانون  21 ( , )� 4 )Bو مختصات راس  ( , )3,  )   1401( دي  باشد :    (
 الف ) قطر بزرگ بيضي را بيابيد .    

 را تعيين كنيد  .   �MFFب ) محيط مثلث       
 

   پاسخ:�     
Oبا توجه به شكل داريم       ( , )� , b :   و ( , c� �3 aدر نتيجه    4 b c a a� 
 � � � � �2 2 2 25 5 2 1 

                p MF MF FF a c� �� � 
 
 � 
 �2 2  �MFFمحيط مثلث   18
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بر خط محور   ��Fواحد است  خطي كه در كانون  A   3از مركز و راس   Fدر بيضي مقابل مبداء مختصات مركز بيضي  و فاصله كانون )  22
 كدام است ؟ Aاز   Nقطع مي كند  فاصله نقطه   N,Mاصلي بيضي عمود است بيضي را در نقاط 

   1  (9 54       2   (9 32    

  3 ( 9 52               4  (9 34  

 3گزينه   پاسخ:��    
NFمي دانيم   NF a�
 � OFو چون گفته  2 FA� � aخواهيم داشت   3 a� � �2 12 �و همچنين  6 � � �F , , F ,� �3 3� � �, F ,� �, F� �   

  � �A ,6 Nهم   Nو مختصات �
h
 مي شود در نتيجه :   �3

             � � � �NF NF a h h h h h h h h h� �� 
 � � 
 
 
 � � 
 
 � � 
 � � � 
 � � 
� �
� �

2 2 2 2 2 22 3 3 36 12 36 12 36 144 24�
�
��
��
���2�h��h� ���
��

h� 

� � � �h N , , A , NA�� � � �� � � � � 
 
 �� � � �
� � � �

2
29 9 9 93 6 6 3 52 2 2 2�������  

 

 در يك بيضي فاصله ي كانوني دو برابر طول قطر كوچك تر ا ست . خروج از مركز بيضي كدام ا ست ؟ ) 23

       1  (2
5

                       2  (5
5                       3  (4

5                        4  (2
5 

                                  پاسخ:�  

     c c cc b a c b a c a c e a� � � 
 � � 
 � � � � � �
2 22 2 2 2 2 5 5 22 4 4 2 5 

 
BFبيضي مثلث  در يك) 42  F�  متساوي الاضلاع است خروج از مركز بيضي كدام است  ؟ 

         1  (2
2   2  (1

2   3  (1
3   4  (3

2 
   پاسخ: �    

                     cBF BF FF c , BF BF a c e a
� � �� � � 
 � � � � � �2 12 2 4 4 2 

 

 

a) در يك بيضي  52 � MFروي بيضي چنان واقع است  كه :    Mاست و نقطه  5 MF�� �  را به دست آوريد  . �MF. مقدار  6

  پاسخ:�     

 

    MF MF a
MF MF MF

MF MF
�
 � �� �� � � � � �� �� ��

2 1 2 16 8 26 � 
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1و  خروج از مركز آن   128در شكل مقابل اندازه قطر كوچك بيضي )  62
BAاست مساحت مثلث  3 F��  را به دست  آوريد .  �

       پاسخ:�     

                                                    
cb b , e a

aa c , F A a c a a

� � � � � �

� �� � � � � �

12 128 4 2 3
23 3 3

 

                      a aa b c a c� 
 � 
 � � � � � �
2 22 2 2 832 32 6 29 9 

                                                                 BA FS (b)(a c) ( )� � � � � �1 1 4 2 4 8 22 2 

72  (F , F��  كانون ها ي يك بيضي با خروج از مركزe  هستند . دايره اي به قطرFF��   اين بيضي را در چهار نقطه قطع مي كند كدام گزينه همواره درست
 است  ؟ 

       1   (e
 
2 12  2  (e
 
 2
2e
 
 2
2  3  (e
 
1 12  4  (e
 
 1

2  e
 
 1
2 

       پاسخ:�   

bبيضي را در چهار نقطه قطع مي كند  بايد    ��FFچون دايره به قطر                     c

 باشد . در نتيجه داريم  :   

 

                                                                                                
e

b c a c c a c c c a

c e e
a


 



 � � 
 � � 
 � �

� � � ����� 
 


2 2 2 2 2 2 2

2 12
2

2

1 1 2 12 2 2
ee
 

�����1e
 
 1

  

 

  .. ا ستa. و فاصله ي دورترين نقطه ي محيط بيضي تا مركز آن برابر ..bفاصله ي نزديك ترين نقطه ي محيط بيضي تا مركز آن برابر .  
 

6ها ، كانون هاي يك بيضي با خروج از مركز   yواقع بر محور   2و    ��1دو نقطه با عرض هاي )  82
1 Nهستند . اگر   6  , M  به ترتيب دورترين و

 كدام  است  ؟  MNنزديكترين نقاط اين بيضي نسبت به مركز آن باشند ، طول پاره خط 
      

FFبا توجه به شكل    پاسخ:�           ( )�� � � � �2 1 e                                                            و داريم :   3 aa� � � �

3
6 52
1 2����6 2

a  

                                                                                                                                      b a c ( ) ( )� � � � �2 2 2 25 3 22 2 

                                

                                                                          MN AB a b� � 
 � 
 �2 2 25 4144 2                     
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)) كانون هاي يك بيضي  نقاط   92 , ), ( , )��1 5 1  )   1400( خرداد   است   3

 فاصله  كانوني  و مختصات مركز بيضي را بنويسيد  الف )          

aاگر  ب )             ��  اندازه نصف قطر بزرگ  بيضي  است  )  a(   .را به دست  آوريد بيضي  باشد اندازه قطر كوچك  6

c                                                                                       پاسخ:�      ( ) c�� � � � � �2 3 5 8 4  

:  يضي  بمختصات مركز                                                                                                      




� �

� 

� � �

1 1 12
5 3 12

  

                                                    b a c b� � � � � � � �2 2 36 16 2 2 5 2 4 52 5  

 

8,به ترتيب   ��BBو قطر كوپك بيضي   ��AA) اگر طول قطر بزرگ بيضي  30   )   1401باشد   ( خرداد  1

Aمقدار الف )       F��   . را به دست آوريد 

BAب  ) مساحت مثلث هاشور زده        F��    چقدر است . 

  

 

                     الف  )                                                                پاسخ:�     
a , b c a b

A F a c

� � � � � � � �

� � 
 � 
 �

2 25 4 25 16 3

5 8
  

BA                                                                            ب )                             F
A F OB (a c) b ( ) ( )S �

� 	 
 	 
 	
� � � �

5 3 4 162 2 2  

F) در بيضي مقابل كانون ها به مختصات  31 ( , ) , F( , )�� 1 1 1 )Aو يك راس قطر بزرگ آن   5 , )1  )   1402( خرداد    مي باشد .  6

 الف ) فاصله كانوني و مختصات مركز بيضي را بنويسيد .     

 ب ) معادله قطر كوچك بيضي را بنويسيد  .      

Bج )  مساحت  مثلث         FF��  را به دست  آوريد .   �

                                                                                                                                 با توجه به مختصات دو كانون بيضي قائم است     پاسخ:�     

,    الف )                 c c , a b,
 

� � � � � � � � � � � � � � �

1 1 1 51 3 2 5 1 4 2 3 9 4 52 2 

yك بيضي     معادله قطر كوچ                                                                             ب  )                   �� 3  

BFج  )                                                   F
F F OB ( c) b ( ) ( )S �

� 	 	 	
� � � �

2 4 5 2 52 2 2 
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sinxدر بيضي مقابل اگر ) 32 � 1
 ؟ چند برابر قطر كوچك بيضي است    ��BFFباشد محيط مثلث   3

 

 

     پاسخ:�

                                        
BFF

BFF BFF

OB bsin x a b
BF a

a b c b c
P a c b bP BF BF FF P a c

b b b
�

� �

� � � � �
�

� 
 � �


 
� �� 
 
 � � 
 � � � � 


2 2 2

1 33
2 2

2 2 3 2 22 2 3 2 22 2

  

 )   1403در يك بيضي فاصله كانوني با طول قطر كوچك آن برابر است  . خروج از مركز بيضي را بيابيد .  ( خرداد )  33

     پاسخ:�

                                                           
FF BB c b

c ca b c a c e
a c

� �� � �

� 
 � � � � � � �2 2 2 2 2 1 22 22 2
  

 

Fو كانون هاي   Oيك بيضي به مركز )  34 , F��    مطابق شكل روبرو مفروض است  اگرFBF BOAS S  FBF BOASFBF خروج از مركز بيضي را به دست   �4��
 )  1403خرداد  3( هندسه  آوريد . 

 

     پاسخ:�

 

                                                                                                                                             FBF

BOA

c bS c e
S aa b

�

�

	 	
� � � �

	 	

1 2 12
1 4
2

  

Fبيضي  كانون هاي مختصات  )35 ( , ) , F( , )�� �2 2 4 )Mاست  . اين بيضي از نقطه   2 , )1  خروج از مركزطول قطر كوچك و مي گذرد .   1
 بيضي را به دست آوريد . 

     پاسخ:�   

                                                               MF MF a ( ) a a�
 � � 
 
 � 
 � � � �2 2 2 22 3 1 3 1 2 1 2 1a 1a a �  

                                                                                                                 
FF c

a b c b a c
ce
a

� � 
 � � �

� 
 � � � � � �

� �

2

2 2 2 2 2

6 6 3
1 9 1

3
1

6 �

 9 1� �  
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 دايره 
 

 ( شعاع  )   . واره مقدار ثابتي استمه ،  دايره مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه فاصله اين نقاط از يك نقطه ثابت  ( مركز  )
 
 

OMحالا دقت كن :   R�    وO  مركز دايره وM نقطه شناور روي محيط دايره است  .  
OHداريم  :     OHMدر مثلث قائم الزاويه  HM OM x y R

 � � 
 �2 2 2 2 2 2 

 مي باشد . Rاين معادله دايره اي به مركز مبداء مختصات به شعاع 
 
 

��معادله دايره اي به مركز   دايره :معادله استاندارد  �O ,� ��به صورت :   Rو شعاع   � � � �x y R�� 
 �� �2 2  است .  2
 

 اشت  .بسط دهيم و مرتب بنويسيم فرم گسترده معادله دايره را خواهيم د رادايره استاندارد  م: اگر معادله فر  دايره گستردهفرم معادله 
x y ax by c

 
 
 
 �2  در اين حالت داريم :   2

                                            c

aa
b O , R a b c

b
c R

�� �
�

� � �
� � � � � 
 � �

�
� �




� � 
� �

� �2 2

2

2 2

2 2

2
122 42

2

  

xدر فرم گسترده بايد ضرائب )  1 , y2 a   :  بايد برابر باشند و همواره   2 b c

 � �2 2 4  
 
 حاسبه كرد .كه بتوان آنها را م بدهند  اطلاعاتي  داشتن مختصات مركز و شعاع دايره الزامي است مگر آنكه در مسئله براي نوشتن معادله دايره)  2
 
اي ن داده هو حل مسائل دايره از رسم كردن غافل نشويد به خصوص هنگامي كه ايده خاصي نداريد و چيزي به ذهنتان نمي رسد  پياده كرد در نوشتن)  3

 مسئله روي شكل راه حل را به ذهن ما القاء مي كند .
 
yدر بعضي از سوالات ميگه مركز دايره روي خط )  4 mx n�� 
yيا ميگه قرار داره و   mx n�� 
معادله يك قطر دايره است . در اين سوالات مركز را به  

Oصورت 
m n

�
� � � 


 . نشان دهيد  

 
xاگر مركز دايره )  36 y ax y

 
 � � �2 2 4 )Oنقطه    4 , )1  )    1403(  خرداد  باشد .  2

 
 را بيابيد                                                  ب ) شعاع دايره را محاسبه كنيد .   aالف ) مقدار   
 
 پاسخ: ��

                                                                          A a aA� �
� � � � � � �1 22 2  ( الف     2

 

                                                                                                                                            R a b c� 
 � � 
 
 �2 21 14 4 16 16 32  (  ب           2
 
 
 

  
    

  
    

  x  ض�ب
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 ) معادله دایره به مرکز معلوم و مختصات یک نقطه از آن  ۱۱
 

 اول فاصله مركز تا نقطه روي دايره  را بدست مي آوريم  ميشه شعاع بعد معادله دايره را مي نويسيم        
 
               A AR OA (x ) (y ) , (x ) (y ) R� � �� 
 �� �� 
 �� �2 2 2 2 2  
 
 
)Oمعادله دايره اي را بنويسيد كه مركز آن  )  73 , )3 )Mو   2 , )1  نقطه اي روي آن باشد  . 1
 پاسخ: �   

     R OM ( ) ( ) (x ) (y )� � � 
 � � � � 
 � �2 2 2 23 1 2 1 5 3 2 5 
 
 
xمعادله گسترده يك دايره به شكل  )  83 y x y
 
 
 � �2 2 2 2  )   1401است  مختصات مركز دايره و اندازه شعاع دايره را بيابيد  (  دي    8
 

                         پاسخ:                                      �    

R a b ca

O ,
b

R c ( ) ( ) ( )

� � 
 � � 
 
 �� �� � � � �
�� �� � � � � � 
� � � � 
 � � � ��
�

2 2

2 2 2 2

1 14 4 4 32 12 2 212 2
2 1 1 1 8 12 2

 

 
)يره متر ، دو مسير پياده روي مطابق شكل بسازد . اگر مختصات مركز دا 1300) شهرداري قصد دارد در يك فضاي سبز دايره اي شكل به شعاع  93 , )13 13 

 متر باشد : 100و هر واحد برابر      

 

 الف ) معادله  اين دايره چيست  ؟                         

 ب  ) مختصات نقاط برخورد دو مسير را با دايره پيدا كنيد .  

 پ ) دو مسير در چه نقطه اي با يكديگر متقاطع اند  ؟        

 ت  ) طول مسير عمودي چقدر است  ؟    

 پاسخ: �       

             

(x ) (y )

y y
x (y ) (y )

y y

A( , ) , B( , )

AB ر ت م

� 
 � �

� � � ��
� � 
 � � � � � � � � � � � ��

� � � �

2 2

2 2

13 13 169

13 13 2518 25 13 169 13 144 13 12 1

18 1 18 25

25 1 24 24 ر
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 در حالت هاي زير معادله دايره را بنويسيد .) 40
)Cالف ) دايره اي كه از مبداء مختصات بگذرد و مركز آن      , )��2  باشد .  1

)ب ) دايره اي كه  مركز آن       , )2 )و نقطه  3 , )�� �3  نقطه اي روي  آن باشد  .  9
)ج  ) دايره اي كه از نقاط        , ) , ( , )�� �4 1 3,  دو سر يكي از قطر هاي آن باشند .  ,(

 
 پاسخ:��     

                                               

OC ( ) ( ) R (x ) (y )

CA ( ) ( ) (x ) (y )

( )C , , R ( ) ( ) R

(x ) (y )

� � 
 � � � � � � 
 
 �

� 
 
 
 � � � 
 � �


 � � 
� �� � � � � � � 
 � � � � �� �
� �


 
 � �

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2 1 5 2 1 5

2 3 3 9 13 2 3 169

4 1 32 1 2 4 1 3 4 2 2 22 2

2 1 8

) ( ))2 2( ) R) ( ) R)( ) R

( )( )



 )) ) ()2 () ((

 

 
x) مركز و شعاع دايره  41 y x y
 � � 
 �2 2 4 4  را تعيين كنيد  .  7
 پاسخ:�    

 معادله استاندارد از راه مربع كامل نمودن و تبديل بهراه اول  :      
 

                             x y x y x x y y (x ) (y )
 � � 
 � � � 
 
 � 
 � � � � 
 � �2 2 2 2 2 24 4 7 4 4 4 4 1 2 2 1y y ( ) (y )2 2 2( ) ( )( )x x y y (x ) (y )x y y (x ) (yx x y y (x ) (y )(x )(x ) (y 
 

                   استفاده از فرمول : :   راه دوم     
a

O , R a b c
b

�� � � �
� 
 � � 
 � � �

�� � � �

2 2

4 22 2 1 1 24 16 16 28 12 2 24 22 2
 

 
xمعادله  m) به ازاي كدام مقادير  42 (m )y y m
 � 
 
 �2 2 22 7  يك دايره است  ؟  4

 
 پاسخ:�   
m      :برابر باشند .پس    y2و    x2براي دايره بودن بايد ضرايب    m� � � � �2 7 2 3 

                                                                              
A حالا بايد چك كنيم  كداميك درست است چون بايد در دايره داشته باشيم  :     B C
 � �2 2 4  
 

                                                                                               
m x y y ( )

m x y y ( )

� � 
 
 
 � � 
 � 


� � � 
 
 � � � 
 � � �

2 2

2 2

3 33 2 4 42 2

3 33 2 4 42 2

( ) 
3( 2(

( )�3( 2(

 

mبنابراين     �  قابل قبول  است  .   �3
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 ) معادله دایره با داشتن مختصات دو سر قطر  ۲ 
 اول طول قطر را به دست  آورده و نصف اون ميشه شعاع  و بعدشم مختصات وسط قطر رو به دست مي آوريم      
 و معادله فرم استاندارد دايره رو مي نويسيم  .     

 
 
 
 
 

��) معادله دايره اي را بنويسيد كه نقاط  43 � � �B , , A ,�2 2 2  دو سر يك قطر آن باشند  . 4
 پاسخ:��        

                                         
� � � �

� � � �

A BO O , R AB

x y

� 

� � �



� � � � 
 
 � � �



� � �

� 
 � �

2 2

2 2

2 2
1 1 12 2 2 4 2 2 52 2 2 22 4 32

3 5

5�

� �y� �


 �2 �

    

 
 
 
 
 نقطه واقع بر  آن   ۳) معادله دایره با داشتن مختصات   ۳
 

xكافيه در معادله فرم گسترده دايره     y ax by c
 
 
 
 �2 معادله سه مجهول   3نقطه را جايگذاري كنيم و يك دستگاه   3مختصات   2
 بپرس بهت ميگم ( راه ديگه اي بخاطرتون مياد ؟  ) . را به دست بياوريم     c,b,aرو حل كنيم و مقادير 

 
 
 
 
 
 
 
)C) شعاع دايره ي گذرا از سه نقطه   44  , ) , B( , ) , A( , )�2 4 2 1, ) , B(  . را به دست  آوريد 

 
   پاسخ:   �

 

             
a b c

a b
x y ax by c a b c a , b

a b
c


 
 
 
 ��

 � ���
 
 
 
 � � 
 � 
 
 � � � � � �� �� 
 � ��� ��

a b
a b c a , b

a b
� ���� � ��

��
��� �

��
���� � ����
��
��

��
�

2 2
4 1 2 2 54 16 2 4 52 4 2

 

                                                                                      x y y O( , ) , R
 � � � � �2 2 5 1 55 252 2 2( , ) ,O( ) R5 1) R 2O( , ) , R �2 2) ,  
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) نقطهمركز دايره گذرا بر سه)  45 , )1 ) و 3 , )2 )  و �4 , )2,   كدام است؟ (

1(( , )1 5
2 2�  2(( , )3 7

2 2         3(( , )1 7
2 2
�  4(( , )3 5

2 2  

 ) صحيح است.3ي (گزينه  پاسخ:   ��

xصورتمعادله كلي دايره به   y ax by c
 
 
 
 �2  كند.نقطه در آن صدق مياست. مختصات هر سه2

                                                   
a b c

b c
a b c b , c , a

b c
b c


 
 � ��

 � ���� 
 
 � � � � � � � �� � 
 � ��� 
 � ��

b c
b , c , a

b c
��

��
��
��� � ����
��
�

b c
b

� �
3 1 1 3 42 4 2 7 1 16 3 122 4

 

xدر نتيجه        y x y
 
 � 
 ��2 2 7 )مركز دايره به مختصاتو    1 , )1 7
2  است.�2

 

 یک خط مماس است   ) معادله ی دایره ای که بر ۴
 عمود است دایره Bها منحنی است که قائم های بر آن همواره از مرکز می گذرند .یاد آ9  :  خطی که از مرکز دایره می گذرد بر دایره        

 فاصله مرکز دایره از خط مماس بر دایره برابر شعاع دایره است                               
 
 
 
 

a                           اول فاصله مركز دايره را از خط داده شده حساب مي كنيم  .           b c
OH R

a b

� 
 � 

� �


2 2
   

 
 چون شعاع و مركز رو داري حالا معادله استاندارد  دايره  به راحتي نوشته ميشه           

                                                                                                        � � � � � �2 2 2C O,R : x y R�� 
 �� �                                                          
 
 
 
 
�در نقطه   L) اگر بدانيم خط  64 �,�3  بر دايره اي به مركز مبداء مختصات مماس است . معادله خط مماس را بنويسيد .  4

 پاسخ:�        
 

                                                                                               � �OA AM M L : y x�� � � � � � 

�
4 3 34 33 4 4  
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)) معادله دايره اي را بنويسيد كه مركز آن نقطه   47 , )3, xو بر خط   ( y�� �3 4  مماس باشد .  3
 پاسخ:�� 

                                                                                     ( ) ( )
d R (x ) (y )

( )

� �
� � � � � � 
 � �


 �
2 2

2 2
3 4 3 3 15 3 3 953 4

) ( )) ( )) ( )) ( )( �
) (y)2 () (y(y 

 
)در نقطه  Lاگر بدانيم خط )  84 , )3  بر دايره اي به مركز مبداء مختصات مماس است معادله خط مماس چيست  ؟  4
 

 پاسخ:�    
 

       

OA

OA R x y

m m , A y (x )

� 
 � � � 
 �

� � ��� � � � � � � �
�

2 2 2 23 4 5 25

34 4 3 34 33 3 4 4 4

 

)دايره اي را بنويسيد كه مركز آن  معادله ) 94 , )3, xو بر خط   ( y� �3 4  )  1401مماس باشد  ( خرداد   3

)                                                                                                                                   پاسخ:�    ) ( )
R

� �
� �


 �

3 4 3 3 3
9 16 5
) ( )) ( )( ) ( )� 

                                                                                                                                             C(o,r) : (x ) (y )� 
 � � �2 2 23 3 9) (y2 (y 

 

yخط به معادله    kبه ازاي كدام مقادير )  50 kx� 
 xبر دايره    2 y x
 � � �2 2 2  مما س  است  ؟   3
 پاسخ:  �       

 دست  آورده و برابر شعاع در نظر مي گيريم  .فاصله مركز دايره تا خط مماس را به                              
       

             

                                                                   

k
O( , ) , R OH

k
k

(k ) k k k k k
kk

� �
� 
 � � � �



�



� � 
 
 � 
 � � � �

�


2

2 2 2 2
2

211 4 12 2 22 1

2 4 4 4 4 4 3 4 41 3

k� � 2
�) ,) R) , R

 

k
�

  

 
x) معادله دايره اي را بنويسيد كه خطوط   51 y , x y� � 
 �3 xقطر هاي آن بوده و بر خط به معادله   1 y
 
 �4 3 5  مماس باشد .   

  پاسخ:  �      

                                                                                      

x y
x , y O ( , )

x y

( ) ( )
R ( x ) (y )


 �� �� � � � � �� � ��


 � 

� � � � � 
 
 �



2 2

1 2 1 2 13

4 2 3 1 5 1 2 2 1 4516 9
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��نقطه ي )  52 �3 6A  )  86روي دايره اي است كه بر هر محور مختصات مماس است . شعاع اين دايره كدام ا ست ؟ ( خارج كشور   ,
  15و  3)  4                      9و 3)  3                           15و  2)  2                        12و  1)  1      

 
 
 
 با توجه به مختصات نقطه داده شده دايره در ناحيه اول بر دو محور مماس است   پاسخ:�

 
 
 

                                
(x R) (y R) R ( R) ( R) R

R R R , R

�� 
 � � ����������� � 
 � � �

� 
 � � � �

2 2 2 2 2 2

2

3 6

18 45 3 15
  

 
:L)خط یک   از  معادله دایره ای که)  ۵۵ ax by c )
 
 � d) معلوم  وتری با طول.    (  جدا می کند .   (

dHB :بنابراين  خطي كه از مركز دايره بر وتر وارد و بر آن عمود باشد آن را نصف مي كند. يادت باشه  اين مهمه :       � 2    
  

a و از طرفي        b c
OH

a b
� 
 � 


�

2 2

OH و    HB R
 �2 2  بنابراين شعاع دايره را هم داريم :  2

                     � � � �x y R�� 
 �� �
2 2 2                         

 

�دايره اي به مركز )  53 �O ,�1 xخط  1 y� 
 �
3 2   است معادله اين دايره  را  بنويسيد . 8را در دو نقطه قطع مي كندو طول وتر ايجاد شده  42

  خطي كه از مركز دايره بر وتر وارد و بر آن عمود باشد آن را نصف مي كند.  :پاسخ�

                                                                                                          
ax by c /OH OH

a b


 


 


� � � � � �

 


2 2

3 2 4 7 5 152 35 59 4 24

by cy
         

                               � � � �R OH ( ) R x y� 
 � 
 � � � � � 
 
 �2 22 2 24 9 16 25 5 1 1 25        
 
 

x) خط  54 y
 �5 12 xدايره ي  14 y x y
 � � �2 2 2 8 Aرا در نقاط  8 , B  قطع مي كند فاصلهA   ازB .  را به دست  آوريد 
 

 . را تعيين مي كنيم  HB: ابتدا فاصله مركز دايره را تا خط پيدا مي كنيم سپس به كمك فيثاغورس   پاسخ�    
 

                     

x y x y (x ) (y )

O( , ) , R OH

HB R OH AB


 � � � � � 
 � �


 �
� 
 
 � � � � �




� � � � �

2 2 2 2

2 2

2 8 8 1 4 25
5 48 14 391 4 1 16 8 5 31325 144

4 8

 

  

          

  

 

 

 صدق كند  نقطه بايد در معادله
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��دايره اي به مركز ) 55 �O ,�1 xخط  1 y� 
 �
3 2  است اين دايره از كدام نقطه مي گذرد؟ 8را در دو نقطه قطع مي كندو طول وتر ايجاد شده  42

   1(�� �,4 3   2(�� �,3 4   3(�� �,2 5   4(�� �,6 1  
 

     1گزينه   پاسخ:�     
 خطي كه از مركز دايره بر وتر وارد وبر آن عمود باشد آن را نصف مي كند.           

            ax by c /OH OH
a b


 

 

� � � � � �


 

2 2

3 2 4 7 5 152 35 59 4 24

by cy
 

       �� � � �R OH ( ) R x y� 
 � 
 � � � � � 
 
 �
2 22 2 24 9 16 25 5 1 1 25 

��مختصات       �,4  در آن صدق مي كند؟ 3
 
)O) مركز دايره اي نقطه   65 , )��2 xاست  اين دايره  روي خط به معادله  3 y�� 
 �3 4 2  . جدا مي كند  معادله دايره را بنويسيد   6وتري با طول    

 )  1401( خرداد                                                                      
 
 پاسخ :    

                             
ax by c ( ) ( )

OH OH
a b

 
 � � 


� � � � �


2 2

3 2 4 3 2 2 459 16
by cy

O 

 

              �� � � �R OH HB R x y� 
 � 
 � � � � � 
 
 �
2 22 2 2 16 9 25 5 2 3 25 
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  متخارج 

 
  مماس خارج 

 
  متقاطع 

 
  مماس داخل 

 
  متداخل 

 
  هم مركز 

  وضعيت دو دايره

          
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   دو دايره به معادلات :  ) 75
x y x y
x y x y

� 
 � 
 
 ��
�


 � 
 � ���

2 2

2 2
4 8 19
4 4 1

 نسبت به هم چگونه اند  ؟   

 پاسخ:�        

               داخل اند  مماس             

� �

� �

� � � �

) O , , R

R R
) O , , R , d R R

R R

) d O O

� � 
 � �


 ���� � 
 
 � � � � ��
� ���

� � � 
 � 
 �

1 1

1 2
2 2 1 2

1 2
2 2

1 2

11 2 4 16 64 76 12
412 2 2 16 16 4 3 22 2

3 2 2 2 4 2

  

 
�وضعيت دو دايره )  85 � � �x y x y , x y
 � � 
 � � 
 � �2 22 2 2 8 13 1 1 4�, ���, x�   . نسبت به هم را تعيين كنيد 
 پاسخ:�  

     

                                               o , R , o , R

d o o , R R , R R R R o o d R R

� � 
 � � �

� � � � 
 � 
 � � � � 
 � 
 


1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 12 4 64 52 16 21 4 2 2
4 1 3 2 2 4 R1R

  

 دو دايره متقاطع اند . 
  

  دايره و همچنين شعاع هريك را به تعيين كنيد .مختصات مراكز دو  -1                                   

 را حساب كنيد .  دو مركز دايره يعني  فاصله  -2                                   

 را محاسبه كنيد .   -3                                   

 مقايسه كنيد  .   را با      -  4                                   

1
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x) دو دايره  :  95 y x y
x y x

�� 
 � 
 
 ��
�


 
 
 ���

2 2

2 2
2 4 1
6 5

 نسبت به هم چه وضعيتي دارند ؟   

 ) متقاطع اند  4   ) متخارجند 3     ) مماس داخلند 2  ) مماس خارج اند  1     

 پاسخ:��      

                            

a

O R a b c
b

�
� �

� 
 �
�

� �

2 212 42
2

                       

           O , R , O , R , O O d
�

� 
 � � � � � � � 
 �
�1 1 2 2 1 2
1 31 14 16 4 2 36 2 2 16 4 2 52 2 2 ,,,,, R, R2,  

dچون             R R� 
1  متخارجند .    2

 به هم چه وضعي دارند ؟ ) مشخص كنيد در حالت هاي زير دو دايره نسبت 60
 

                                                                                                                       ) x y x y , x y x y
 � 
 � 
 
 � �2 2 2 22 4 4 2 4  الف 9
 
 
               ) (x ) (y ) , x (y )� 
 
 � 
 � �2 2 2 22 3 7 5  ب 5

 
 پاسخ:�    

 متقاطع الف )                         
 

                                                      

O R , O R

OO ( ) ( ) R R OO R R

�
� �� 
 
 � � 
 
 �

�

� � � �� 
 
 � � � � � 
 
 
2 2

1 11 14 16 16 3 4 16 36 142 22 2

1 1 2 2 2 5
 

 
 متخارج ب )                      

 

                                                                                                      

O R , O R

OO ( ) ( ) OO R R

� �� �
�

� � �� � 
 � � � � � 
2 2

2 7 53 5

2 3 5 2 17

R�R�

) ()2 () ((

 

 
x)) اگر دو دايره به معادله هاي  61 ) (y ) m , x y x y� 
 
 � 
 
 � 
 �2 2 2 2 22 1 2 4  )   1402خرداد را بيابيد . (    mمماس خارج باشند مقدار  1

 پاسخ:� 
Rبايد     R d
 �1  در  نتيجه  :         2

                                                                 
O ( , ) , R , O ( , ) , R m

d ( ) ( ) m m

� � 
 � � � �

� 
 
 � � � 
 � � 
 � � �

1 1 2 2

2 2

11 2 4 16 4 2 2 12
2 1 1 2 9 9 3 2 2 3 2 2
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xدو دايره به معادلات )  62 y x

 � �2 2 2 xو  8 y x y

 
 � �2 2 4  نسبت به هم كدام وضع رادارند؟ 6

 دروني) مماس 4  ) برون هم3  ) متداخل2  ) متقاطع1      

 ) صحيح است.1ي (گزينه  پاسخ:    ��

x)                     نويسيممعادلات استاندارد هر دو دايره را مي ) y O( , ) , R

(x ) (y ) O ( , ) , R

� 
 � � �

�
 
 � � � � �

2 2
1

2 2
2

1 9 1 3
2 3 13 2 3 13

) ,) R) , R
  

�OOفاصله مركزهاي دو دايره     � 
 �9 9 3 Rچون 2 R OO R R�� 
 
 
2 1 2  پس دو دايره متقاطع هستند.1

 

x) معادله دايره اي را بنويسيد كه بر دايره  63 y x y
 
 � � �2 2 2 4 )مماس بيرون و مركز آن   4 , )�2  باشد  .   2

   پاسخ:  �       

                                                                                                
� �

x y x y O , R

d O O ( )

�

 
 � � � � � 
 
 �

� � � � 
 
 �

2 2

22
1 2

1 12 4 4 4 16 16 32 2

1 2 2 2 5

OO
 

dبراي اينكه اين دو بر هم مماس  بيرون باشند بايد  :         R R� 
1  درنتيجه     2

                                                                                                              R R (x ) (y )� 
 � � � � 
 
 �2 25 3 2 2 2 4  

)) معادله دايره را بنويسد كه مركز  آن  64 , )� �1 xو با دايره  1 y x y
 � � �2 2 3 6  مماس دروني باشد .     3

   پاسخ:  �    

                                                                                      x y x y O( , ) , R

R R (x ) (x )


 � � � � � 
 
 �

� � � � � � 
 � �

2 2

2 2

14 6 3 2 3 16 36 12 42
5 4 9 2 3 81

 

 

 
 

xوضعيت دايره به معادله  )  65 y x y
 � � 
 �2 2 6 2     )  3هندسه  1400( خردادرا تعيين كنيد  .  1با دايره به مركز مبداء مختصات و شعاع   9
                                                                                                                                                     پاسخ:  �   

                        
x y x y O ( , ) , R a b c

x y d O R dO R

�
 � � 
 � � � 
 � � 
 � �

�
 � � � � 

 � � 
 ��

2 2 2

1

2

2 2 2
2

2

1 16 2 9 3 1 4 36 4 36 1

2 3

2 2

1 3 1 1
 

 
 

  

dبراي آنكه مماس داخل باشند  . بايد  R R�� �  

 پس دو دايره متخارجند 
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xرا چنان تعيين كنيد تا دايره به معادله   c) مقدار  66 y x y c

 � 
 
 �2 2 2 x) بر دايره   2 ) (y )

 
 � �2 21 1  مماس بيرون باشد .  2
 )   3هندسه   1402خرداد  (                                                                                                                                                  پاسخ:�       

dبايد  داشته باشيم                       R R�� 
1 2  

             
O( , ) , R c , O ( , ) , R , d

c c c c c

�� � 
 � � � � 
 �

� 
 � � � � � � � � � � � �

1 2
11 1 4 4 4 1 1 2 4 4 2 22

1 18 4 2 2 2 8 4 2 8 4 2 2 8 4 82 2
 

 
  

 وتر مشترك 
 
 

xگر دو دايره بدهند ا y ax by c
x y a x b y c
�� 
 
 
 
 �
� � � �
 
 
 
 ��

2 2
2   و وتر مشترك آنها  را بخواهند  كافي است معادلات آنها را از هم كم كنيم  . 2

                                                                      
                 L: (a a )x (b b )y (c c )�� � �� 
 � 
 � �   

 
 
 
x)  معادله وتر مشترك  دو دايره  76 y x y , x y mx y

 
 
 � � 
 
 
 � �2 2 2 24 2 3 3, y y �2 2 3, x y mx y


 


 �2 2x y


yخط    x��  را تعيين كنيد . mاست مقدار  6
 

x       پاسخ:�       y x y
(m )x y y (m )x m m

x y mx y

� 
 
 
 � �� � � � � � � � � � � � ��

 
 
 � ���

2 2

2 2
4 2 3 4 4 4 6 1

3
(� y (m )x m m 1y (m )x m m)x m �(� (� 

 
 

xيوتر مشترك دو دايره ) 86 y x y
 
 
 � �2 2 4 6 xو 1 y x y
 
 
 �2 2 8 2 كند. قطع ميBوA، محورهاي مختصات را در نقاط82
  كدام است؟ABخطي وسط پارهمختصات نقطه

1 (( , )�23 23
2 2  2(( , )�23 23

2 2           3 (( , )� �13 13
2 2   4(( , )�33 33

2 2  

 
 ) صحيح است.1ي (گزينه  پاسخ:�    

                                            يعني معادله استاندارد دو دايره را از هم كم مي كنيم .            آوريم:ي وتر مشترك دو دايره را به دست ميمعادله

                                                                                                                             x y x y
x y

x y x y
� 
 
 
 � �� � � � ��


 
 
 
 ���

2 2

2 2
8 2 82 4 4 92
4 6 1

� 4�
�

� 

 
:ي وتر مشتركمعادله y x� )Aاكنون توجه كنيد كه وتر مشترك محورهاي مختصات را در نقاط�23 , )�23, )Bو  ( , )23 كند كه وسط قطع مي ( 

)ياين نقاط، نقطه , )23 23
2 2

 .باشدمي �
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x)دايره  96 y x y a

 � � 
 �2 2 4 6 Pها را در نقاط   yمماس است  اگر اين دايره  محور   Mها در نقطه   xبر محور   4 , Q   قطع كند مساحت
 ت  ؟ كدام اس  MPQمثلث 
         1  (2         2  (3         3  (2 5    4  (3 5 

 

 ها  مماس است  .   xچون گفته بر محور   پاسخ:�     

                                    
yx y x y a x x a a a

(x ) x

�
 � � 
 � ���� � 
 � � � � � � � �

� � � �

2 2 24 6 4 4 4 16 16 1

2 2

�2y� 4 4 16 16 1x x a a ax ay� 


 ��� ���� ��� �2xyy�������
 

 
                                                                                           xx y x y y y y�
 � � 
 � ���� � 
 � � � �2 2 24 6 4 6 4 3 5  y y y �2x� 6 4 3 5y y yx� 


 ��� � �2yxx������� 

 
 

                 ( )( )S 
 � 
� �3 5 3 5 2 2 52 
 
 

x) طول وتري كه دايره   70 y x y
 � 
 � �2 2 2 2 4  ها  جدا  مي كند   ؟  xها جدا مي كند چند برابر طول وتري است كه از محور   yاز محور  2
       

   پاسخ:�       

                 x y x y O ( , ) , R�
 � 
 � � � � � 
 
 �2 2 12 2 4 2 2 2 8 16 8 2 22 
 

                        MN (ON) (OH)� � � � �2 22 2 8 2 2 6  
 
 

            
PQ (OQ) (OH )

MN
PQ

�� � � � �

� �

2 22 2 8 4 4

2 6 6
4 2

 

 
 
 
 

)Aمعادله دايره اي كه از نقاط ) 71 , ) , B( , )1 2 3 yگذشته و مركز آن روي خط   ( x� �2   است را تعيين كنيد .   1
   پاسخ:�        

                                                                                                            

y x O( , ) OA OB

( ) ( ) ( ) ( )

R OA x (y )

� � � � � � � �

� � � 
 � � � � � � 
 � �

� � � � 
 � � � � 
 � � �

� � � 
 � � 
 
 �

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 1 2 1
1 2 1 2 3 2 1

5 1 1 5 14 1
3 1 1 1 1

 
� � �21 5 14 1� 
 � � � � 
2� 
 �

(y )2 2( ) 1x (y ) �2x (y )
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  عMن وضعیت یک نقطه نسبت به یک دایرهتت

             
 

)) وضعيت نقاط   72 , ) , ( , ),( , ) , ( , )� � �1 2 1 1, ) , ( , ),( , ) , ( , ), ),( , ) , () ( ) xرا نسبت به دايره  ) y x y
 � 
 
 �2 2 2 4 1  مشخص كنيد .   
 پاسخ:�    

                                                                                                                   

                                       

p(x, y) x y x y

p( , )

p( , )

p( , )

p( , )

� 
 � 
 
 �

� 
 � 
 
 �

� �

� � � 
 
 � 
 �

� � � 
 


2 2 2 4 1

1 1 2 1

1

1 2 1 4 2 8 1

1 1 4 1

) �1 2 1) � 
 � 
 


, ) � �1

, ) 
1 4 1) � � 


 

 
)A) وضعيت نقطه  73 , )�1 xنسبت به دايره     2 y x y
 � 
 �2 2 2 2  )   1399رياضي  خرداد   3را تعيين كنيد  ( هندسه     

 پاسخ:�        
)p                                            نقطه داخل دايره قرار دارد  چون  :                                                                           , )� � 
 � � � � 
1 2 1 4 2 4 1  

 
x)معادله دايره )  74 ) y
 
 �2 21 )Aمي باشد وضعيت آن نسبت به نقطه   4 , )�2  ها را تعيين كنيد .  xچگونه است . نقاط تلاقي آن با محور   1

 پاسخ:�      

                                            O( , ) , R , AO ( ) ( ) AO R� � � 
 
 � � � � � � �2 21 2 2 1 1 1 1 2) , R , AO ( ) ( ) AO R2 2( )( ) 2) , R , AO ( ) ( ) AO R �( )( )  
 

                                                             y x M( , )
(x ) y (x )

x N( , )
� 
 �� �


 
 � ���� 
 � � �� �
 � � �� �
2 2 2 1 2 11 4 1 4 1 2 3��

)
)

 

 
x)                 بيرون  دايره است  اينم راه  دوم   :                    Aپس نقطه            ) y P( , )
 
 � � � � 
 � � �2 21 4 2 1 9 1 4 6P( , ) �9 1 4 6P( , ), � 
 � �         

 

 ر معادله فرم گسترده دايره مختصات نقطه داده شده را جاي گذاري مي كنيم  آنگاه  : د-1

 نقطه خارج دايره قرار دارد  .  اگر    -2                                   

 

 ه روي دايره قرار دارد . نقط  اگر    -3                                   

    

 نقطه بيرون دايره قرار دارد  .  اگر    -  4                                   

 

� 

�

�

 روي دايره 

 دايره  خارج 

دايره  داخل 

 روي دايره 

                          � 
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NNمحیط دایره ش ت�ن و کم ت�ن  فاصله P نقطه  
 

  مي كنيم  اول فاصله نقطه را از مركز دايره حساب مي كنيم سپس شعاع دايره را تعيين              
                                                                          آنگاه خواهيم داشت  .              

 
 

                              

OM d

BM d R

AM d R

� �

� � 


� � �

  

xكم ترين فاصله نقاط دايره ي  ) بيشترين و  57 y x y
 � 
 �2 2 2 4 )Aاز نقطه   4 , )4  چقدر است  ؟  2

  پاسخ: �     

                                                               O( , ) , R , OA OA R �
� � 
 
 � � 
 � � � � � � �

�
2 2 81 2 1 4 4 3 3 4 5 5 3 2  

  تعMن وضعیت یک خط و یک دایره نسبت به هم
 
2دايره به معادله ي          2x y Ax By C
 
 
 
 L:axو خط به معادله ي   � by c
 
 �   

 

                            اول مركز دايره و شعاع  دايره را تعيين مي كنيم . اينطوري  :                    

A

O , R A B C
B

�
� �

� 
 �
�

� �

2 212 42
2

 

a                      فاصله مركز دايره را از خط  داده شده حساب مي كنيم .  اينطوري  :                    b c
h

a b
� 
 � 


�

2 2

 

 
 
 
 
 
 

                           h R�        h R�    h R
 
 
xوضعيت خط به معادله )   67 y
 
 �3 4 xنسبت به دايره   7 y x
 � � �2 2 2    چگونه است .  3
 پاسخ: �      

 

Oخط و دايره بر هم  مماس اند                                                        , R , OH OH R



� 
 � � � � � �



1 3 71 14 12 2 22 59 16, R  

  

        

 فاصله نقطه تا مركز

 بيشترين فاصله 

 كمترين  فاصله 
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x)  وضعيت خط  77 y

 � xنسبت به دايره   3 y x
 � � �2 2 2  )     1400را تعيين كنيد .  ( شهريور   3
 پاسخ: �     

                                         x y x O( , ) , R d R

 �


 � � � � � 
 � � � � 
 �



2 2
2 2

1 312 3 1 4 12 2 2 22 1 1
3�

( , ) ,O( ) R 1O( , ) , R, ) , R 2 

 پس خط  و دايره متقاطع اند  .             
 
 

 وضع خط ها ي زير را نسبت به دايره مشخص كنيد .)  78   
xالف  )        y , x y x y
 � 
 � � 
 �2 26 4 4 4 7, y y �2 2 4 4 7, x y x yx 
2 2yy


 
yب )            x , x y� � � 
 �2 22 2 

 
 پاسخ:�     

                                                

O , R O , R

( ) ( )
x y d d

d R d R

� � 
 � �


 
 


 
 � � � � � � �


 


� � � � �

2 12 16 16 28 122

2 6 2 4 2 2 1 132 2 131 1 36 16 52

1 132 113

, R, R, R


 
 2
�

1 13dd

R13 R

 
 

ود مشخص ورت وجص) در هر دايره مختصات مركز دايره و اندازه شعاع آن را پيدا كنيد ، محل تقاطع هر دايره را با محور هاي مختصات ، در  79
 كنيد و درستي پاسخ خود را با كمك رسم دايره بررسي كنيد  .

 پاسخ:�   

x الف  )       y x y
 � 
 
 �2 2 6 2 1                                                            O , R A B C� 
 � � 
 � �
�

2 23 1 4 36 4 4 31 2 

xب )           (y )
 
 � �2 23 4                                                                                                                                         O , R �
�

23 ,    

 

                                                                                                                                     
x (y ) y , y

y x x

� � 
 � � � � � �

� � 
 � � � � �

2

2 2

3 4 1 5

9 4 5

(

x x��� 2 2


 5x � �2x���

 

 
                                                                                                                                      

x) معادله گسترده يك دايره به شكل  80 y x y
 
 
 � �2 2 2 2 است . مختصات مركز دايره و اندازه شعاع آن را پيدا كنيد و معادله آن را به شكل  8
 استاندارد بنويسيد .

 پاسخ:�    

                                   

A

O , R , (x ) (y )
B

�
� � � �

� 
 
 � 
 
 
 �
�

� � � �

2 2
1 12 4 4 32 1 1 1 1212

, (x ) (y )2 2( ) 1, (x ) (y )) (y �2(y ) 

 

 مماس است دايره  خط بر غير متقاطع دايره خط و 
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)Aمكان هندسي نقاطي از صفحه كه فاصله آن ها از نقطه )  81 , )2 )Bبرابر فاصله آن ها از نقطه     2،   4 , )1  باشد را تعيين كنيد .  2
 

 پاسخ:  ��        

                                                          
M(x,y ) MA MB (x ) (y ) (x ) (y )

x y x y (x y x y ) x y

� � � � 
 � � � 
 �


 � � 
 � 
 � � 
 � 
 �

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 4 2 1 2

4 8 2 2 2 4 5 1( y y ) y2 2 2 2( )) 1(x y x y ) x y(x y x y �2(x y x y ) x yy x y ) x(x y x y

 

 
  1ميشه يك دايره به مركز مبداء مختصات  و  شعاع                      

 

نمودار   k با ازاء چند مقدار )  82
2

2 22 3ykx x k
k


 � 
  دايره ا ست ؟ �
 ) هيچ  4                                       ) يك مقدار  3                                         ) بي شمار  2                                  ) دو مقدار  1      
 

 باشند .  1با هم برابر و ترجيحاً    y2و     x2بايد ضرايب                پاسخ:�        

                                        

k k k
k

if k x y x a b c

if k x y x a b c

� � � � � �

� � 
 � 
 � � 
 � � � � 


� � � 
 
 � � � 
 � � � 
 �

2

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1

1 2 2 4 4 8

1 2 2 4 4 8

a b 
2 2b 4 8a b c � � �a bb

a b c �2 2bb 4 8a b c � � 
a bb

 

 
C(O,R)فاصله مركز دايره  83 x )� 
2  دايره را قطع مي كند .  dخط    xاست به ازاي چه مقدار    5برابر   dتا خط   1

  پاسخ:             �  

                                                                                            R x x x ( , ) ( , )� 
 � � � � � �� � 
�2 21 5 4 2 2( , )(  
 

))  معادله دايره اي را بنويسيد كه مركز آن  84 , )�1 xو با دايره   1 y x y
 � 
 �2 2 4 6  مماس دروني باشد  .   3
              پاسخ          �     

                         a bO ( , ) , O( , ) ( , ) , R a b c , d OO� �� �� � � � 
 � � � � 
 �2 211 1 2 3 4 4 9 16 52 2 2  

                                                                                                           d OO R R R R� � � �� � � � � � �5 4 9       
                                                                                                                                                                       (x ) (y )
 
 � �2 21 1 81  

 
:Dمركز آن بوده و خط  معادله دايره اي را بنويسيد كه عرض مركز  آن سه برابر طول ) 85 y x� �2 Lقطري از آن و خط   5 : x y� �4 3 5  
 مماس بر دايره باشد  .      

                                                             پاسخ�           
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