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    مباني احتمال :درس اول  

د به مطلب ، به تفاوت بـين آمـار و احتمـال مـي               وولي قبل از ور   . در اين درس به مفهوم احتمال مي پردازيم       

  .پردازيم

   : تفاوت آمار و احتمال

  :پيرامون تفاوت آمار و احتمال ، به طور خلاصه مي توان گفت كه 

  ي معلوم استفاده از نمونه هاي جمع آوري شدهي نامعلوم، با علم آمار ، علم شناختن جامعه

  ي معلومي نامعلوم از يك جامعهعلم بررسي يك نمونه: علم احتمال 

  .به نمودار مقابل توجه كنيد

  علم آمار

  

  

  علم احتمال

  

  
به عبارتي ديگر ، مي توان گفت كه، اگر اعضاي يك جامعه و خصوصيات آنها ، كلاً براي معلوم نباشد، روش                     

ا  .ي اين جامعه، جامعه را به ما مـي شناسـاند          طلاعات مختلف درباره   ا ها آماري با جمع آوري و دسته بندي        امـ

وقتي بخواهيم در اين جامعه ي معلوم و شناخته شده، شانس وقوع پيشامدي را بـه دسـت آوريـم، از احتمـال               

  .كمك مي گيريم

اگر بخواهيم بدانيم هر كدام از اين كارخانـه هـا در   . يريدي ايران خودرو و سايپا را در نظر بگ    دو كارخانه  :مثال

سال چند نوع خودرو و از هر كدام چندتا توليد مي كنند و چند درصد از محصولات آنها در سال سالم يا معيوب 

اما وقتي بعد از معلوم شدن وضعيت توليـدات كارخانـه، بخـواهيم يـك               . هستند، از علم آمار كمك مي گيريم      

 انتخاب كنيم  خودرو10مثلاً به تصادف از هر كدام از كارخانه ها (محصولات كارخانه را بررسي كنيم،    نمونه از   

  . كمك مي گيريماحتمالاز علم .) و بخواهيم شانس سالم بودن اين خودروها در كدام كارخانه بيشتر است
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 2ي صفحه

  .م احتمال است كدام يك از سئوال هاي زير مربوط به آمار و كدام يك ، مربوط به عل :1تمرين

  احتمال  آمار  صورت مسئله

چند تا سيب از جعبه برداريم، تا .  سيب يك جعبه سالم است100 تا از 90مي دانيم  : 1

  .تقريباً مطمئن باشيم كه دست كم يك سيب خراب برداشته باشيم
    

      كارمندان شهرداري چقدر است؟ درآمد : 2

 نفر از اين 20اگر . هم به ورزش شنا علاقه دارندي يازد دانش آموز پايه105 نفر از 90 : 3

 نفر از آنها به شنا   15دانش آموزان را به تصادف انتخاب كنيم، چقدر ممكن است كمتر از             

  علاقه مند باشند؟

    

 2/98، شهرستان سواد كوه شمالي با مشاركت بيش از    1394در انتخابات هفتم اسفند      : 4

 نفر واجد شرايط بپرسيم كه آيا در انتخابـات شـركت            10از  اگر  . درصد ركوردار بوده است   

  كرده اند يا خير، چقدر ممكن است پاسخ بيش از يك نفر منفي باشد؟

    

      ي شما به ورزش شنا علاقه دارند؟ي يازدهم مدرسهچه تعداد از دانش آموزان پايه : 5

  :جواب 

  .ي پردازند به احتمال م4 و 3 و 1 مسائل و  به علم آمار  5  و2مسائل 

***  

  تعريف فضاي نمونه اي و پيشامد تصادفي

 نمـايش  S مي نامند و آن را بـا  فضاي نمونه ايي نتايج ممكن يك آزمايش تصادفي را        ي همه مجموعه

هر زير مجموعه از فضاي نمونـه   همچنين .مي گويند برآمدهر يك از اعضاي فضاي نمونه اي را       . مي دهند 

  . نمايش مي دهندEبا يك حرف بزرگ لاتين مانندنيز و آنرا مي شود  يده نامپيشامد تصادفيرا اي 

-اي به صورت تصادفي ابتدا تعداد برآمد هاي فضاي نمونه مهره داخل كيسه6در استخراج دو مهره از  :مثال 

  .اي را نوشته و سپس تمام برآمد ها را بنويسيد

15داد برآمد هاي فضاي نمونه اي  تع:  حل 
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  : نامگذاري شوند، در اين صورت fو eو dو cو b وaحال اگر اين مهره ها 
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 3ي صفحه

  . هاي فضاي نمونه اي به صورت زير مي شوندبرآمد
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ي تاكـسي ، در ايـستگاه      يـك راننـده     :2تمرين  

 چهار مسافر سوار كنـد،      منتظر مي ايستد تا حداكثر    

 نيز حركـت    نفر چه ممكن است با كمتر از چهار       گر

در مسير برگشت نيز به همين صـورت عمـل          . كند

  .ي توصيف چنين پديده اي را با توجه به تعداد مسافرها در رفت و برگشت بنويسيدفضاي نمونه ا. مي كند

اگر تعداد مسافرها را در دو مسير رفت و برگشت به صورت مجموعه بنويـسيم، فـضاي نمونـه اي ايـن                      : حل  

  .موضوع به صورت زير است

},,,,{},,,,{ 43214321 oo ×=S  

  . برآمد ، به شكل زير خواهد بود25كه داراي 
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),(در اين فضاي نمونه اي ، منظور از برآمد          2رده و در برگـشت      ك ـ نفر حركـت     1 اين است كه تاكسي با       21

  .مسافر داشته است

  .ل رخ دهد در پرتاب يك تاس ، پيشامد آن را بنويسيد كه عدد او :3تمرين

  : حل 

},,,,,{ 654321=Sه اي فضاي نمون  

},,{ 532=Eپيشامد تصادفي    
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 4ي صفحه

  :واضح است كه .  باشدSاي يك پيشامد تصادفي از فضاي نمونهE اگر:توجه 

SE ⊆⊆Φ  

  . بيايد10مثلاً در پرتاب تاس انتظار داريم عدد بيشتر از .امند مي نغير ممكنرا Eباشد، پيشامدΦ=Eاگر

SEاگر   . بيايد10مثلاً در پرتاب تاس انتظار داريم عدد كمتر از .  مي نامندحتميرا E باشد، پيشامد =

 مي باشد، Eيك پيشامد تصادفي از آن باشد، پيشامدي را كه متناظر با رخ ندادن Eاي و فضاي نمونهSاگر

ESEبديهي است كه .  نمايش مي دهندcEيا′Eمي نامند و آن را باEمكمل −=′  

***  

   احتمال و قوانين آن  مفهوم

خارج در اين صورت ،     .  باشد Sاييك پيشامد از فضاي نمونه    Eاگر

 بـر تعـداد اعـضاي فـضاي       Eقسمت تعداد اعضاي پيشامد تصادفي    

 مـي   E پيشامد تصادفي   وقوع احتمالرا   Sيعنياي نظير آن    نمونه

   .نامند
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  . بيايد3در پرتاب يك تاس ، احتمال آن را حساب كنيد كه مضرب   :4تمرين

  : حل 

6654321 =→= )(},,,,,{ SnSفضاي نمونه اي   

263 =→= )(},{ EnEپيشامد تصادفي    
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EP 3آمدن مضرب    احتمال  

  ، تعيين كنيد كه چقدر احتمال دارد، تعداد مسافرها در رفت و برگشت برابر باشند؟2در تمرين : 5تمرين 

  :حل 
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احتمال آن را حساب كنيد .  به تصادف يك عدد انتخاب مي كنيم100 تا 10از بين اعداد طبيعي از  :6تمرين

  . باشد8كه عدد انتخاب شده مضرب 

  :حل 
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***  

  اصول احتمال

],[ي ، عددي حقيقي از بازه E، احتمال وقوع    Sاز فضاي نمونه اي   Eبراي هر پيشامد مانند    1o  و  مي باشـد

  :عبارتند از احتمال اصول . نمايش مي دهندEP)(آن را با

  SP)(=1  :1اصل

)()()( داريم،Φ=BAI كه AوB براي هر دو پيشامد :2اصل BPAPBAP +=U  

BA كهAوB براي هر دو پيشامد :3اصل  )()( داريم،= BPAP =  

)()(، ثابت كنيد كهSاز فضاي نمونه ايE براي هر پيشامد مانند :7تمرين  EPEP −=′ 1  

′=Φچون: حل  EE I پس)()()( EPEPEEP ′+=′U و چون SEE =′U لذا :  

)()()()()()()( )( EPEPEPEPEPEPSP SP −=′→=′+ →′+= =
11

1
  

  o=Φ)(P ثابت كنيد كه : 8تمرين 

′=Φچون: حل  EE I پس)()()( EPEPEEP ′+=′U و چون SEE =′Uلذا :   

o=−=Φ →−=′=Φ =
111

1 )()()()( )( PSPSPP SP
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  پيشامد هاي سازگار و ناسازگار

 گويند، هرگـاه اشـتراك آنهـا تهـي     ناسازگاردو يا چند پيشامد را  

ناسازگاري اين دو پيشامد به اين معنا است كه رخ دادن هـر             . باشد

  . دوي آنها هم زمان محال است

  .نامند نيز مي سازگارپيشامد ناسازگار نباشند، آنها را  اگر دو

 پيـشامد رخ دادن عـدد    B و   5 پيشامد رخ دادن عدد بزرگتر از        Aاگر  .  تاسي را پرتاب مي كنيم      :9تمرين

  .نشان دهيد كه اين دو پيشامد ناسازگارند.  باشد3كمتر از 

  :حل 

6654321 =→= )(},,,,,{ SnSفضاي نمونه اي       

},{ 21=B 6}{                       3     عدد كمتر از=A 5     عدد بزرگتر از   

  . اين دو پيشامد ناسازگارندBAI={}و  چون 

  . در هر مورد ، سازگاري يا ناسازگاري دو پيشامد داده شده را مشخص كنيد  :10تمرين

  .تصادف از كلاس انتخاب مي كنيد دانش آموزي كه به :الف 

A : متولد ماه مهر باشد.                                     B :متولد فصل تابستان باشند.  

  . سكه اي كه سه بار پرتاب مي كنيد:ب 

A : هر سه بار مشابه بيايد.                                 B :زوج بار رو بيايد.  

   فردا در آبادان:ج 

A : خورشيد در آسمان ديده شود                        .B :باران بيايد.  

  . تاسي را پي در پي پرتاب مي كنيم:د 

A : لين بار در مرتبهم براي اوبيايد6ي سو            .B : م دو باربيايد6تا پرتاب سو .  

  .د هاي تعريف شده در بنده هاي الف و د ناسازگار و در بندهاي ب و ج سازگار مي باشندمپيشا: حل 

  

A 

B 
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  : 1ثابت كنيد كه سه پيشامد ناسازگار باشند، AوB وCاگر  :11تمرين

)()()()( CPBPAPCBAP ++=UU  

CB سه پيشامد ناسازگارند، پسAوB وCچون : حل  UوAاسازگار خواهند بود و لذا  نيز ن  

)()()()()())(()( CPBPAPCBPAPCBAPCBAP ++=+== UUUUU  

  : ثابت كنيدAوB براي هر دو پيشامد :12تمرين

)()()( BAPAPBAP I−=−  

BAواضح است كه دو پيشامد : حل    :پس .  ناسازگار هستندBAI و −
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  : ثابت كنيدAوB براي هر دو پيشامد :13تمرين 

)()()()( BAPBPAPBAP IU −+=  

BA واضح است كه پيشامد هاي : حل     :لذا.  ناسازگار هستندB و−
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AB دو پيشامد دلخواه و B وA اگر  :14تمرين    . هر يك از موارد زير را ثابت كنيد، باشند⊇

)()( APBP )()()(ب                             (≥ BPAPBAP   الف (−=−

  :اثبات 

  

                                                 
  .براي هر تعداد پيشامد ناسازگار قابل تعميم است .  1

S 

A B 

S 

A B 
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  :الف 
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  : ثابت كنيد كه S از فضاي نمونه ايB وAبراي هر دو پيشامد دلخواه   :15تمرين

)()()( APBAPBAP ′=−′ IU  

  :حل

)()()()()()( BAPBPBAPAPBAPBAP IIIU −+′−′=−′  
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 مي نويسيم و يك كارت به تـصادف از          يك كارت   را روي  100 تا   11اعداد طبيعي از    هر يك از     :16تمرين

  :مطلوبست احتمال اينكه عدد روي اين كارت. ميان آنها استخراج مي كنيم

  . بخش پذير باشد6 يا بر 4بر : الف 

  .بخش پذير نباشد  6 بخش پذير باشد ولي بر 4بر : ب 

  .بخش پذير باشد  6 يا 4 بر يكي از دو عدد فقط: ج 

  . بخشپذير باشد6 و نه بر 4نه بر : د 

  :حل 

9011110011001211 =+−=+−=→= abSnS )(},...,,{  
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  :الف 

3

1

90

30

90

8

90

15

90

23 ==−+=−+= )()()()( BAPBPAPBAP IU  

  :ب 

6

1

90

15

90

8

90

23 ==−=−=− )()()( BAPAPBAP I  

  : ج

45

11

90

22

90

161523

90

8
2

90

15

90

23

2

==−+=×−+=

×−+=−+− )()()()()( BAPBPAPABPBAP I

   

  :د 

3

2

3

1
11 =−=−=′ )()( BAPBAP UU  

  :تمرين براي حل 

اگر  :17
8

6=)( BAP U و 
3

1=)( BAP I و 
8

3=′)(APي مطلوب است محاسبه.  باشند:  

)( BAP ′I)             ج      )( ABP   الف(BP)(ب                       (−

  . ثابت كنيدB وAبراي هر دو پيشامد دلخواه   :18

)()()()( BPAPABPBAP −=′+′−′ 1II   

 و در درس حـسابان قبـول شـود،          34/0احتمال اينكه دانش آموزي در درس آمار و احتمال قبول شـود،              :19

احتمال اينكـه ايـن دانـش       .  است 38/0 و احتمال اينكه دست كم در يكي از اين دو درس قبول شود،               /230

   آموز در هر دو درس قبول شود، چقدر است؟

 و هم تلويزيون باشد  و احتمال اينكه هم يخچال85/0 احتمال آن كه خانه اي يخچال داشته باشد، برابر :20

احتمال آن را بيابيد كه در ايـن  .  مي باشد96/0و احتمال آن كه حداقل يكي از اين دو وسيله باشند            / 40برابر  

  :خانه 

  .فقط يخچال باشد: ب .                  تلويزيون باشد: الف 
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 10ي صفحه

},,,...,{ي عددي به تصادف از مجموعه :21   :تمال اينكه  انتخاب كنيم، اح1000321

   بخش پذير نباشد، چقدر است؟5 بخش پذير باشد، اما بر 3عدد انتخابي بر : الف 

   بخش پذير باشد، چقدر است؟5 و نه بر 3عدد انتخاب نه بر : ب 

***  

      جابر عامري: تهيه كننده 

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي

    www.mathtower.ir :سايت 

  amerimath@ :كانال تلگرام 



  رياضي 11يپايه .................................................................................................. .............................آمار و احتمالآموزش 

 11ي صفحه

 

  غيرهم شانس احتمال  :موددرس  

گاهي برآمد هاي . نتايج بسياري از آزمايش ها و اتفاق هايي كه در آينده رخ مي دهند، از قبل مشخص نيست      

حتمـال انتخـاب برابـر    امربوط به فضاي نمونه اي يك آزمايش تصادفي شانس يـا        

مثلاً در پرتاب يك تاس سالم ، شانس انتخاب هر عضو . دارند
6

1
  . است

  

6654321 =→= )(},,,,,{ SnS  

  برآمد  1  2  3  4  5  6  جمع

1  
6

1
  

6

1
  

6

1
  

6

1
  

6

1
  

6

1
  احتمال  

  

1654321 =+++++= )()()()()()()( PPPPPPSP  

   :مي توان نوشتي سالم يك سكههمچنين در پرتاب 

  برآمد  P  R  جمع

1  
2

1
  

2

1
  احتمال  

1
2

1

2

1 =+=+= )()()( PPRPSP  

براي مثال اگر هوا ابري باشد، احتمـال بـارش   . ، فضاي نمونه اي شانس يكسان ندارند   ، برآمد هاي    اما گاهي   

در فضاي نمونه اي كه برآمد هاي آن شانس         احتمال  بررسي    در اين درس به      .باران و عدم بارش برابر نيست     

  .يكسان در انتخاب در پيشامد تصادفي را ندارند، مي پردازيم

***  

  احتمال غير هم شانس

تمال  را فضا نمونه اي با احS احتمال برابر داشته باشند، Sهرگاه حداقل دو پيشامد ساده از فضاي نمونه اي 

 باشد، در ايـن صـورت   S عضوي از فضاي نمونه اي متناهيkيك پيشامدEاگر. غير هم شانس مي گوييم 

  :مي توان نوشت
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},...,,{ keeeE 21=  

ke  ...........  3e  2e  1e  برآمد  

)( keP  ...........  )( 3eP  )( 2eP  )( 1eP  احتمال  

)()(...)()()( ∑
=

=+++=
k

i
ik ePePePePEP

1

21  

 هاي فضاي نمونـه اي برابـر يـك          مجموع احتمالات وقوع هر يك از برآمد      برا اين اساس نتيجه مي شود كه        

  :يعني . است

},...,,{ nsssS 21=  

  برآمد  ns  ...........  3s  2s  1s  جمع

1  )( nsP  ...........  )( 3sP  )( 2sP  )( 1sP  احتمال  

1

1

21 ==+++= ∑
=

n

i
in sPsPsPsPSP )()(...)()()(  

  اضافه مي گردد كه 

10:                                ج P)(Φ=0:                       ب SP)(=1: الف  ≤≤ )(EP  

. كه اي در پرتاب طوري سنگيني مي كند كه احتمال آمدن رو دو برابر احتمال آمدن پشت است س :1تمرين

  .احتمال آمدن رو و پشت را محاسبه كنيد

  : حل 

  برآمد  P  R  جمع

1  x  x2  احتمال  









==

===
⇒=→=→=+=

3

1

3

2

3

1
22

3

1
1312

xPP

xRP
xxxxSP

)(

)()(
)(  

***  

 تاسي طوري ساخته شده است كه وقتي پرتاب شود، احتمال آمدن عدد زوج دو برابر احتمال آمدن  :2تمرين

  :ي مطلوبست محاسبه. عدد فرد است

},,{احتمال پيشامد : ج                   4احتمال آمدن عدد : ب                5احتمال آمدن عدد : الف  532  
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  :حل 

  برآمد  1  2  3  4  5  6  جمع

1  x2  x  x2  x  x2  x  احتمال  

9

4

9

1
442532532

9

2

9

1
224

9

1
5

9

1
191222

===++=++=

===

==

=→=→=+++++=

)()()()(}),,({

)()(

)(

)(

xxxxPPPP

xP

xP

xxxxxxxxSP

  

***  

 تاسي طوري ساخته شده است كه وقتي پرتاب شود، احتمال آمدن عدد زوج سه برابر احتمال  :3تمرين

را محاسبه AP)( باشد، 2 پيشامد وقوع عدد بزرگتر از Aس ، اگر در يك پرتاب تا. آمدن عدد فرد است

  .كنيد

  :حل

  مدبرآ  1  2  3  4  5  6  جمع

1  x3  x  x3  x  x3  x  احتمال  

3

2

12

1
88336543

12

1
1121333

=×==+++=+++=

=→=→=+++++=

xxxxxPPPPAP

xxxxxxxxSP

)()()()()(

)(
  

***  

},{احتمال پيشامد را تعيين و سپس xمقدارابتدا  با توجه به جدول زير  :5تمرين ba كنيدمحاسبه را .  

  برآمد  c  b  a  جمع

1  x2  x  x3  احتمال  

  :حل

6

1
16123 =→=→=++= xxxxxSP )(  
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3

2

6

4

6

1
443 ====+=+= )()()(}),({ xxxbPaPbaP  

},,,{فرض كنيم : 6تمرين dcbaS   ي تصادفي باشد و داشته باشيمفضاي نمونه اي يك تجربه =

8

3=)(dPو  )()()( cPbPaP 7==.   

}),({مقدار : ب .                                    كنيد را محاسبه bP)(مقدار: الف  caPرا بيابيد .  

  :با توجه به مسئله داريم : حل 

  برآمد  d  c  b  a  جمع

1  
8

3
  x  x7  x7  احتمال  

3

1

24

1
887

24

7

24

1
77

24

1

8

5
151

8

3
77

===+=+=

===

=→=→=+++=

)()()(}),({

)()(

)(

xxxcPaPcaP

xbP

xxxxxSP

  

***  

},,{در فضاي نمونه اي : 7تمرين cbaS }),({})({:  اگر داشته باشيم = cpbaP 3=   

  .                                    را محاسبه كنيدcP)(در اين صورت، مقدار

  :با توجه به مسئله داريم : حل 

  برآمد  c  b  a  جمع

1  x  x3  احتمال  

4

1

4

1
13

==

=→=+=

xcP

xxxSP

)(

)(
  

اگـر احتمـال   .   حـضور دارنـد  d وc وb وaي فوتبال، تـيم هـاي  ي چهارجانبه در يك مسابقه   :8تمرين

، دوبرابر هر يك از تيم هاي d با يكديگر برابر باشند، ولي احتمال قهرماني تيمc وb وaقهرماني تيم هاي

  .احتمال قهرماني هر يك از تيم ها را به دست آوريد. ديگر باشد
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  :با توجه به مسئله داريم : حل 

  برآمد  d  c  b  a  جمع

1  x2  x  x  x  احتمال  

5

2

5

1
22

5

1
5

1
1512

===

====

=→=→=+++=

)()(

)()()(

)(

xdP

xcPbPaP

xxxxxxSP

  

},,{ در يك آزمايش تصادفي،       :9تمرين zyxS اگـر   .  فضاي نمونـه اي اسـت      =
3

2=}),({ yxP  و 

2

1=}),({ zxP . احتمال وقوع هر يك از پيشامدهاي ساده را به دست آوريد.  

  :حل 

3

2

3

2 =+→= )()(}),({ yPxPyxP  

3

1
1

3

21 =→=+ → =++ )()()()()( zPzPzPyPxP
  

6

1

2

1

3

1

2

1

2

1 3

1

=→=+ →=+→=
=

)()()()(}),({
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xPxPzPxPzxP
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2

1

3

2

6

1

3

2

3

2 6

1

=→=+ →=+→=
=

)()()()(}),({
)(

yPyPyPxPyxP
xP

  

  :تمرين براي حل 

 در پرتاب ايـن سـكه ،        .است»  پشت « نصف احتمال آمدن     » رو « احتمال ،ي ناسالم ر پرتاب يك سكه    د  :10

  .  را به دست آوريد» پشت«و  احتمال آمدن » رو« احتمال ظاهر شدن 

 و روي وجـه  2 و روي دو وجه آن عـدد  1 يك تاس طوري ساخته شده است كه روي سه وجه آن عدد   :11

در پرتاب اين پرتاب ابتدا فضاي نمونه اي را نوشته و سپس احتمال . اهده مي شود مش3ي آن عدد    باقي مانده 

  .وقوع هر يك از برآمد هاي آن را بنويسيد
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اگر ايـن تـاس را بـه هـوا     . متناسب با همان عدد است ي هر عدد،در پرتاب يك تاس، احتمال مشاهده    :12

  .باشد را تعيين كنيد 4پرتاب كنيم، احتمال اينكه عدد مشاهده شده، كمتر از 

ــر :13 },,,,{ اگـ edcbaS ــصادفي  و   = ــايش تـ ــك آزمـ ــه اي يـ ــضاي نمونـ },{ فـ baA  و  =

},,,{ dcbaB },,{و= ebaC  سه پيشامد باشند، بـه طـوري كـه           =
7

2=)(AP   و 
5

3=)(BP  ، 

CP)(مقدار   . را به دست آوريد′

},,{ي تصادفي،  در يك تجربه    :14 zyxS يـك  zP)(وyP)(وxP)(اگـر .  فضاي نمونه اي است    =

ي حسابي با قدرنسبت دنباله
4

1
  .م از اين پيشامد ها را به دست آوريد تشكيل دهند، احتمال وقوع هر كدا

 در پرتاب يك دارت به يك صفحه دايره اي شكل، مطـابق شـكل                :15

فـرض كنيـد، احتمـال    . ي مجزا تقسيم شـده اسـت  روبرو كه به پنج ناحيه 

-اگر احتمال اصابت دارت به ناحيـه     .  باشد xي اول، اصابت دارت به ناحيه   

xkام، برابرkي )( 12   . باشد−

  .احتمال اصابت دارت به هر ناحيه را به دست آوريد: الف 

   احتمال اصابت دارت به كدام ناحيه بيشترين و به كدام ناحيه كمترين است؟: ب 

***  
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  شرطي احتمال  :موسدرس  

رخ مي دهند، مشروط به نتايج آزمايش هاي ديگر مـي  نتايج بسياري از آزمايش ها و اتفاق هايي كه در آينده      

براي مثال احتمال آسيب ديدن يك راننـده        . احتمال اين چنين رخداد هايي را احتمال شرطي مي نامند         . باشند

در واقـع در    . يـك احتمـال شـرطي اسـت       . ي استفاده كرده باشد   در يك تصادف به شرط اينكه از كمربند ايمن        

نها رخ داده است و مي خـواهيم  آاحتمال شرطي با دو پيشامد مختلف سروكار داريم و فرض مي كنيم يكي از           

  .بدانيم احتمال رخ دادن ديگري چه تغييري كرده است

  شرطياحتمال 

 رخ داده باشد، احتمال B در اين صورت اگر  BP)(<0 دو پيشامد باشند، به قسمي كه      A و Bفرض كنيد 

)|( را با نماد   Aوقوع BAP        نشان مي دهيم و آنرا احتمال شرطيA   به شـرط وقـوع B ) يعنـيB  قبـل 

  .مي گوييم و به صورت زير تعريف مي كنيم.)  رخ داده باشدAاز

)(

)(
)|(

BP

BAP
BAP

I=  

ي اتومبيل راني احتمال اينكه يك اتومبيل دچار نقص فني نشود و به خـط پايـان نيـز                در يك مسابقه  : مثال  

اگـر بـدانيم يـك    .  اسـت 8/0 است و احتمال اينكه يك اتومبيل دچار نقص فني نشود، برابـر              7/0بر  برسد، برا 

  اتومبيل دچار نقص فني نشده است، با چه احتمالي به خط پايان رسيده است؟

در ايـن   .  تعريف  كنيم    به خط پايان   پيشامد رسيدن  Aو  پيشامد دچار نقص فني نشدن اتومبيل       Bاگر: حل  

)(/70: صورت داريم =BAP I 80 و/)( =BPلذا :  

8

7===
0/8

0/7

)(

)(
)|(

BP

BAP
BAP

I
  

بق تعريف احتمال  در اين صورت طΦ≠B دو پيشامد باشند، به قسمي كه A وBفرض كنيد : 1نتيجه 

  :شرطي داريم

)(

)(

)(

)(
)(

)(

)(

)(
)|(

Bn

BAn

Sn

Bn
Sn

BAn

BP

BAP
BAP

I

I

I ===  
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نسبت Aدر حالتي كه فضاي نمونه اي احتمال هم شانس است، شرطي كردن يك پيشامد مانند                 : 2نتيجه  

 را فضاي نمونه اي تلقي B را كنار گذاشته و S اين است كه فضاي نمونه اي يعني Bبه پيشامد ديگر مثل

» كاهش فضاي نمونه اي   « به اين رويكرد    . احتمال روي اين فضاي نمونه اي نيز هم شانس است         . مي كنيم 

  .گفته مي شود

 باشد 2 تاس   باشد، احتمال آنكه اقلاً يكي از دو6 دو تاس پرتاب مي شوند، اگر مجموع شماره ها : 1تمرين

  .را حساب كنيد

  :پس. باشد6مجموع دو عدد  Bو  2اقلاً يكي از دو عدد اينكه   پيشامدA تعريف مي كنيم كه:حل

)}(),(),(),(),(),(),(),(),(),(),{( , 6 25,  24,  23,  21,  22,  62,  52,  42,  32,  22,  1=A   

)}(),(),(),(),{( 1,  52,  43,  34,  25,  1=B   

)}(),{( 2,  44,  2=BAI  

5

2==
)(

)(
)|(

Bn

BAn
BAP

I
  

در اين صورت . مي دانيم كه دست كم يك بار رو آمده است         .  سكه اي را سه بار پرتاب مي كنيم        : 2ين  تمر

  ، احتمال اينكه هر سه بار رو آمده باشد، چقدر است؟

  :ر اين صورتد.  مي ناميمB و دست كم يك بار رو آمدن سكه را Aسه بار رو آمدن سكه را : حل 

},,,,,,.{ PPPRPPPRPPPRPRRRPRRRPRRRS =  

},,,,,.{ RPPPRPPPRPRRRPRRRPRRRB =   

}{RRRA =  

}{RRRBA =I  

7

1==
)(

)(
)|(

Bn

BAn
BAP

I
  

  . دو تاس سبز و قرمز را پرتاب مي كنيم: 3تمرين 

  ، چقدر است؟ آمده است باشد6 شده است، احتمال اينكه تاس سبز 10اگر بدانيم مجموع دو تاس ) الف

   باشد، چقدر است؟10 آمده است، احتمال اينكه مجموع دو تاس 6اگر بدانيم كه تاس سبز ) ب
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  :حل 

  :الف 

)}(),(),(),(),(),{( , 6 65,  64,  63,  2,  1,  6 66=A باشد 6 تاس سبز .  

)}(),(),{( 4,  5,  , 6 4 65=B باشد10 تاس مجموع دو .  

)}{( 4,  6=BAI  

3

1==
)(

)(
)|(

Bn

BAn
BAP

I
  

  :ب 

6

1==
)(

)(
)|(

An

BAn
ABP

I
  

)|()|(:  بطور كلي براي هر دو پيشامد و نمي توان نتيجه گرفت كه :نتيجه  ABPBAP =   

},,,{ اگر: 4تمرين dcbaS و=
3

1== )()( bPaPو
6

1== )()( dPcPي  مطلوبست محاسبه  

}),,{|},,({ dcbcbaP)                              ب                   }),,({ cbaP) الف  

  :   جواب 

  برآمد  d  c  b  a  جمع

1  
6

1
  

6

1
  

3

1
  

3

1
  احتمال  

6

5

6

1

3

1

3

1 =++=++=→= )()()()(},,{ cPbPaPAPcbaA  

3

2

6

1

6

1

3

1 =++=++=→= )()()()(},,{ dPcPbPBPdcbB  

2

1

6

1

3

1 =+=+=→= )()()(},{ cPbPBAPcbBA II  
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3
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2
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1
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از % 10از فيزيـك و  % 15دانش آموزان يك كلاس از درس رياضي و       %  20،   در امتحانات پاياني   : 5تمرين

  .هر دو درس تجديد شده اند

زي از اين كلاس حداقل از يكي از اين دو درس تجديد شده باشـد، را محاسـبه                  احتمال اينكه دانش آمو   ) الف

  .كنيد

  .احتمال اينكه دانش آموزي فقط از درس فيزيك تجديد شده باشد، را بيابيد) ب

  . احتمال آن را حساب كنيد كه اين دانش آموز فقط از يكي از اين دو درس تجديد شده باشد) ج

 از اين كلاس از درس فيزيك تجديد شـده باشـد، مـشروط بـه اينكـه از درس          احتمال اينكه دانش آموزي   ) د

  .رياضي تجديد شده است را بدست آوريد

  :حل
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 اگر :6تمرين
4

1=− )( BAP و 
4

3=)(APمقدار .   باشد)|( ABPرا بدست آوريد.  
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 اگر: 7تمرين 
4

1=)(AP و 
6

1=)(BP و 
3

1=)|( BAPباشد .)( BAP Uو)( ABP ′I را 

  .بدست آوريد

  :حل
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  :نشان دهيد.  پيشامدي با احتمال مثبت باشدB فرض كنيد: 8تمرين 

  :اه  دو پيشامد ناسازگار باشند، آنگ2Aو 1A اگر :الف

)|()|()|)(( BAPBAPBAAP 2121 +=U  

  : داريمAبراي هر پيشامد : ب 

)|()|( BAPBAP −=′ 1  

  : حل 

BA دو پيشامد ناسازگار باشند، در اين صورت دو پيشامد        2Aو1Aاگر: الف I1وBA I2 نيز ناسازگار مي 
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  :تمرين براي حل 

   . تساوي هاي زير را ثابت كنيد :9

0=′)|( AAP)                              1ب=)|( AAP )الف  

احتمـال  . ي خانواده اي چهار فرزندي ، مي دانيم كه دست كم يكي از فرزندان آنهـا پـسر اسـت                    درباره  :10

  )4/0:  جواب (  پسر باشند، چقدر است؟ 2اينكه دقيقاً 

***  

  قانون ضرب احتمالات 

 احتمال شرطي يعنيبا توجه به تعريف ،AوB دو پيشامد براي هر 
)(

)(
)|(

BP

BAP
BAP

I=   مـي تـوان 

  :نوشت

)|().()( BAPBPBAP  =I  

  .  مي نامند ضرب احتمالاتنونقااين رابطه را  

از اين جعبه بـه تـصادف يـك    .  تاي آنها معيوب اند3 لامپ است و مي دانيم كه        12 جعبه اي محتوي     :مثال

احتمـال اينكـه    . ل، لامپ ديگري به تصادف بر مي داريم       اولامپ بر مي داريم، سپس بدون جايگذاري لامپ         

  هر دو لامپ معيوب باشند، چقدر است؟

  م معيوب پيشامد لامپ دوB ول معيوب پيشامد لامپ اوA ،تعريف مي كنيم: حل

  . و لامپ است  پيشامد معيوب بودن هر دBAIبنابراين

واضح است كه 
4

1

12

3 ==)(AP   

  اگر لامپ او    تاي آنها معيـوب اسـت، بـر مـي           2 لامپ باقي مانده كه      11م را از بين     ل معيوب باشد، لامپ دو 

يعني . داريم
11

2=)|( ABPاحتمال لامپ دو ل معيوب استم معيوب به شرط اينكه لامپ او.  

  .به صورت زير بدست مي آيد) مل و دواو(ر دو لامپ معيوب در نهايت احتمال ه
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كيسه دو گـوي بـه      اين  از  .  گوي قرمز وجود دارد    2 گوي سفيد و     3 گوي سبز ،     1 در كيسه اي      :11تمرين

  ر است؟احتمال اينكه گوي اول سبز و گوي دوم سفيد باشد، چقد. ترتيب و بدون جايگذاري خارج مي كنيم

  .تعريف مي كنيم: حل 

B=   گوي سفيد                             A= گوي سبز  

واضح است كه 
6

1=)(AP  و
5

3=)|( ABP لذا  

10

1

5

31
 =×==

6
)|().()( ABPAPBAP I  

م قرمـز   كـارت دو  دو روي    و   سـبز ل  كارت او دو روي   .  سه كارت هم شكل را در نظر مي گيريم         :12تمرين

 يكي از اين كارت ها را به تصادف انتخاب مـي            .سبز و روي ديگرش قرمز است     م  كارت سو  يك روي    است و 

  هر دو روي آن سبز باشد، چقدر است؟احتمال اينكه  . استسبز  آن رويكنيم و مشاهده مي كنيم كه يك 

  :ابتدا تعريف مي كنيم: حل

B= سبز      يي كارت انتخابروي مشاهده شده                           A= كارت دو رو سبز  

2

1

6

3 ==)(BP  

3

1

3

1
 =×== 1)|().()( ABPAPBAP I  

  :سبز است در نتيجه  سبز باشد، روي مشاهده شده حتماً و چون اگر كارت انتخاب دو روز

3

2=)|( BAP  

***  

  

  

  

  

  



 جابرعامري:  تهيه كننده ................................................................................................................آمار و احتمالآموزش 

 24ي صفحه

  قانون احتمال كل 

  :در اين صورت.  باشدS يك پيشامد ازA وS يك افراز از1A و2A و3Aاگر
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  . اين تساوي را مي توان براي تعداد محدودي پيشامد ناسازگار تعميم داد:تذكر

∑
=

=
n

i
ii AAPAPAP

1

 )|().()(  

  . گويند، هرگاه اشتراك دو به دوي آنها تهي باشدناسازگاردو يا چند پيشامد را : يادآوري

كه به نمودار درختي موسـوم اسـت،   اين نمودار .  مي توان متناظر فرمول فوق نمودار زير را رسم نمود        : توجه

  .حل مسائلي كه به كمك فرمول فوق قابل حل هستند را آسانتر مي كند

  

  

  

  

مردان اين % 40زنان و% 15اگر . جمعيت كشوري را زنان و بقيه را مردان تشكيل مي دهند% 54 :13تمرين

احتمـال اينكـه   .  انتخاب كنـيم كشور تحصيلات دانشگاهي  داشته باشند و يك نفر از اين كشور را به تصادف        

  فرد انتخاب شده داراي تحصيلات دانشگاهي باشد،چقدر است؟  
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  .ابتدا نمودار درختي را رسم مي كنيم: حل

  

  

  

  

  

  

   :برابر است با. لذا احتمال اينكه فرد انتخاب شده تحصيلات دانشگاهي داشته باشد

0/2650/400/460/150/54 =×+×= )()()(AP  

قبل احتمال اينكه فرد انتخاب شده تحصيلات دانشگاهي نداشـته باشـد،چقدر             با توجه به تمرين      :14تمرين

  است؟

  :حل

0/7350/600/460/850/54 =×+×= )()()(BP  

 مهره سـياه و     3م شامل  مهره سفيد و ظرف دو     5 مهره سياه و   4ل شامل ظرف او .  سه ظرف داريم   :15تمرين

6    به تصادف انتخاب نموده و به يك ظرف .  مهره سفيد است7 مهره سياه و 2م شامل  مهره سفيد و ظرف سو

  احتمال سفيد بودن آن چقدر است؟.تصادف مهره اي از آن بيرون مي آوريم

  .ابتدا نمودار درختي را رسم مي كنيم: حل
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  :برابر است با .ي انتخاب شده سفيد باشدلذا احتمال اينكه مهره
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***  

 4 مهره سياه و2م شامل مهره سفيد و ظرف دو 5 مهره سياه و   4 شامل لظرف او .  سه ظرف داريم   :16تمرين

    يك ظرف به تصادف انتخـاب نمـوده و بـه تـصادف     .  مهره سفيد است7م فقط شامل    مهره سفيد و ظرف سو

  احتمال سفيد بودن آن چقدر است؟ .مهره اي از آن بيرون مي آوريم

  .ابتدا نمودار درختي را رسم مي كنيم: حل

  

  

  

  

  

  

  

  

  :برابر است با .ي انتخاب شده سفيد باشدذا احتمال اينكه مهرهل
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***  

 4 مهره سياه و2م شامل مهره سفيد و ظرف دو 5 مهره سياه و   4ل شامل ظرف او .  سه ظرف داريم   :17تمرين

    بـه تـصادف   يك ظرف به تصادف انتخـاب نمـوده و   .  مهره سفيد است7م فقط شامل    مهره سفيد و ظرف سو

  احتمال سياه  بودن آن چقدر است؟.مهره اي از آن بيرون مي آوريم
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  .ابتدا نمودار درختي را رسم مي كنيم: حل

  

  

  

  

  

  

  

  :برابر است با .ي انتخاب شده سياه باشدلذا احتمال اينكه مهره
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***  

اين سه . ي رياضي تدريس مي شودوازدهم رشته دهم و يازدهم و دي پايه سهدر يك آموزشگاه :18تمرين

پس از برگزاري آزمون اطلاعات عمومي در اين .  دانش آموز مي باشند15 و 12 و 10پايه به ترتيب داراي 

 نفر، موفق به كسب امتياز 6ي دوازدهم  نفر و از پايه9ي يازدهم  نفر و از پايه8ي دهم آموزشگاه ، از پايه

چقدر احتمال دارد كه اين دانش آموز . آموزي به تصادف از اين سه پايه انتخاب مي كنيمدانش . كامل شده اند

  امتياز كامل كسب نكرده باشد؟
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احتمال كسب نمره كامل            
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احتمال عدم كسب نمره كامل                
20

7

20

13
11 =−=−=′ )()( APAP  

 مهـره   5 مهره سفيد و     4مي شامل    مهره سياه و دو    3 مهره سفيد و   2لي شامل   م، او  دو ظرف داري   :19تمرين

م يـك  آنگاه از ظرف دو. م قرار مي دهيمل يك مهره برداشته و بدون رؤيت در ظرف دو از ظرف او  .سياه است 

  .احتمال آنرا حساب كنيد كه اين مهره سفيد است.مهره بيرون مي آوريم

  . را رسم مي كنيمابتدا نمودار درختي: حل

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :برابر است با .ي انتخاب شده  سفيد باشدلذا احتمال اينكه مهره
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  .در چنين موردي مي توان به شكل زير نيز عمل كرد) : فقط براي مطالعه(توجه 

لي شاملدو ظرف داريم، اوmمهره سفيد و nمي شامل مهره سياه و دوpمهره سفيد و qمهره سياه است . 

  از ظرف او         م قرار مي دهـيم    ل يك مهره برداشته و بدون رؤيت در ظرف دو .     م يـك مهـره     آنگـاه از ظـرف دو

  .احتمال آنرا حساب كنيد كه اين مهره سفيد است .بيرون مي آوريم

  مهره سياه  مهره سفيد  

  m  n  ظرف اول
  p  q  ظرف دوم

 ل سفيدي اومهره

 سياهل ي اومهره
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  .:دحالا به اين مثال نيز توجه كني

   3 مهره سفيد و   2لي شامل   دو ظرف داريم، او از . مهره سـياه اسـت  5 مهره سفيد و 4مي شامل  مهره سياه و دو

 ظرف او         م قرار مي دهيم   ل يك مهره برداشته و بدون رؤيت در ظرف دو .   م يك مهره بيـرون     آنگاه از ظرف دو

  .مي آوريم

  .احتمال آنرا حساب كنيد كه اين مهره سفيد است: الف 

  مهره سياه  مهره سفيد  

  m  3=n=2  ظرف اول
  p  5=q=4  ظرف دوم
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  . استاهاحتمال آنرا حساب كنيد كه اين مهره سي: ب 
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***  

  .را ثابت كنيدتساوي زير   :20تمرين
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  :حل 
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  : تمرين براي حل 

.  گوي قرمز اسـت 9 گوي سفيد و 1 گوي سبز و دومي   3 گوي سفيد و     2دو كيسه داريم كه اولي شامل       : 21

  .مال سفيد بودن اين گوي را محاسبه كنيدمي خواهيم احت. يكي از دو كيسه را به تصادف انتخاب مي كنيم

 صـندوق از بـاغ      5 صندوق از بـاغ شـمالي ،         3. شي ده صندوق از سه باغ مختلف خريده است        و ميوه فر   :22

 درصد ، 10در اين سه باغ احتمال اينكه يك سيب لكه دار باشد، به ترتيب، .  صندوق از باغ جنوبي2مركزي و 

نكه تعداد سيب ها در صندوق هاي مختلف برابـر اسـت، احتمـال اينكـه               با فرض اي  .  درصد است  5و    درصد 3

  سيبي كه از صندوق ها بر مي داريم، لكه دار باشد، چقدر است؟

 كارت يك روز قرمز و يك رو سبز، كارتي به تصادف از             8 كارت دو رو قرمز و       2 دسته اي كارت شامل       :23

   قرمز باشد، چقدر است؟  احتمال اينكه آن رو. ماين دسته انتخاب مي كنيم و يك روي آن را مي بيني

  )6/0: جواب(

 درصـد زنـان     20مي دانـيم كـه      .  درصد مرد است   45 درصد زن و     55 جمعيت بزرگسال در يك روستا،        :24

اگر بزرگـسالي را از سـاكنان   . ي تراكتور دارند   درصد مردان بزرگسال در اين روستا گواهي نامه        70بزرگسال و   

  ي تراكتور داشته باشد، چقدر است؟ف انتخاب كنيم، احتمال اينكه گواهي نامهروستا به تصاد

.  مهره قرمز وجود دارد5 مهره سبز و 3 مهره قرمز و در دومي     3 مهره سبز و     4 دو ظرف داريم، در اولي        :25

.  مـي كنـيم  ، آن را به ظرف دوم منتقـل     از ظرف اول يك مهره به طور تصادفي بر مي داريم و بدون مشاهده             

  اكنون يك مهره از ظرف دوم بيرون مي آوريم، با چه احتمالي اين مهره سبز است؟

ي مرد، وقتـي چـراغ   احتمال آنكه يك راننده .  درصد زن هستند   40 درصد راننده ها مرد و       60 در شهري   :26

 انجـام  01/0ل  است و زن ها چنين تخلفي را بـه احتمـا         05/0راهنمايي قرمز است، روي خط عابر توقف كند         

احتمال اينكه يك راننده در اين شهر هنگام قرمز بودن چراغ راهنمايي روي خط عابر توقف كند، چقـدر                   . دهد

  است؟

 لامـپ  3ي دوم    لامپ و در جعبه    4ي اول   در جعبه .  لامپ موجود است   12 و   10در دو جعبه به ترتيب،        :27

احتمـال آنكـه   . ر مي دهيم  ادف انتخاب و در يك جعبه قر       لامپ به تصا   5از هر كدام از جعبه ها       . معيوب است 

  .ي جديد، معيوب باشد را محاسبه كنيدلامپ انتخابي از جعبه
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  قانون بيز

  :در اين صورت.  باشندS دو پيشامد از فضاي نمونه ايA وBاگر
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  :با توجه به اين تساوي مي توان نوشت
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  . مي نامند بيزنونقا اين رابطه را 

 2 مهره قرمز و     5م  ي دو  مهره سياه و در جعبه     3 مهره قرمز و     4ل  ي او در جعبه .  دو جعبه داريم   : 28تمرين

اگـر  .  و يك مهره از آن بيـرون مـي آوريـم    يكي از جعبه ها را به تصادف انتخاب كرده        . مهره سياه وجود دارد   

  ل انتخاب شده است، چقدر است؟ي اوي انتخاب شده قرمز باشد، احتمال اينكه اين مهره از جعبهمهره

  :ابتدا تعريف مي كنيم: حل

B=جعبه ل                          ي اوA=مهره قرمز   

  

  .مودار درختي را رسم مي كنيمحال ن

  

  

  

  

  

  

  :برابر است با .لذا احتمال اينكه  مهره قرمز باشد
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  :برابراست با.ل باشدي اواحتمال اينكه مهره قرمز به شرط اينكه از جعبه

 جعبه ي اول

 جعبه ي  دوم

 سياه
 

 قرمز
7

4
 

7

3
 

 سياه
 

 قرمز
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7

4=)|( BAP  

  :مز باشد، برابر است بال ، به شرط اينكه قري اوهمچنين احتمال اينكه مهره از جعبه
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***  

 نفـر  30ي رياضي ،  نفر دانش آموز رشته15 امتيازي،  100ي اطلاعات عمومي  در يك مسابقه : 29تمرين

از بين دانش آموزان رياضي . ي انساني شركت مي كنند نفر دانش آموز رشته 20ي تجربي، و    دانش آموز رشته  

يك نفـر  . مي گيرند)  100( نفر امتياز كامل 2  نفر و از بين دانش آموزان رشته ي انساني5و تجربي هر كدام     

احتمال اينكـه ايـن دانـش آمـوز     .  مي كنيم كه امتياز او كامل است را به تصادف انتخاب مي كنيم  و مشاهده        

  .ي رياضي باشد،چقدر استرشته

  :ابتدا تعريف مي كنيم: حل

B= ي رياضي   رشته                       A=امتياز كامل   

  .حال نمودار درختي را رسم مي كنيم

  

  

  

  

  

  

  

  

  :برابر است با .لذا احتمال اينكه اين دانش آموز امتياز كامل دريافت كرده باشد

 رياضي

 انساني

 امتياز غير كامل
 

 امتياز كامل
 

 امتياز غير كامل
 

 امتياز كامل
15

5
 

 تجربي

 امتياز غير كامل
 

 امتياز كامل
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  :برابراست با.ي رياضي باشدبه شرط اينكه رشتهاحتمال اينكه دانش آموز امتياز كامل آورده 
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  :ي رياضي ، به شرط اينكه امتياز كامل آورده باشد، برابر است باهمچنين احتمال اينكه دانش آموزي رشته
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***  

ل آبي و هر دو طرف كارت دوم هر دو طرف كارت او .  سه كارت هم شكل را در نظر مي گيريم         : 30تمرين

     يكي از ايـن كـارت هـا را بـه تـصادف      . م يك طرف قرمز و يك طرف آبي است     قرمز است ولي در كارت سو

احتمال اينكه  طرف ديگر آن آبـي باشـد،      . انتخاب مي كنيم و مشاهده مي كنيم كه يك طرف آن قرمز است            

  چقدر است؟

  :ابتدا تعريف مي كنيم: حل

B=       يك طرف آبي A=يك طرف قرمز   

  .حال نمودار درختي را رسم مي كنيم

  

  

  

  

  

  

  

  :برابر است با .لذا احتمال اينكه  يك طرف كارت قرمزباشد

 كارت اول

 كارت سوم

 آبي
 

 قرمز
 

 آبي
 

 قرمز
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 كارت دوم

 آبي
 

 قرمز
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  :برابراست با.احتمال اينكه يك طرف كارت قرمز به شرط اينكه طرف ديگر آبي باشد

2
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  :همچنين احتمال اينكه يك طرف كارت آبي ، به شرط اينكه طرف ديگر قرمز باشد، برابر است با
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***  

 مهره سـفيد و  5 مهره قرمز و دومي شامل     4 مهره سفيد و     3لي شامل   او. دو ظرف همانند داريم    : 31تمرين

 مهره به تصادف خارج كرده و در ظرف جديدي قرار 2م  مهره و از ظرف دو3 لاز ظرف او.  مهره قرمز است3

  .اگر از ظرف جديد مهره اي به تصادف خارج كنيم.مي دهيم

  چقدر است؟ احتمال اينكه مهره سفيد باشد،) الف

  م باشد،چقدر است؟ي خارج شده از ظرف جديد سفيد باشد، احتمال اينكه از ظرف دواگر مهره) ب

  :وش اولر : حل

  

  

  

  

  

  :ابتدا تعريف مي كنيم: حل

2B= مظرف دو                     A=مهره سفيد   

  

  

مظرف  لظرف اوجديدظرف  دو 

   مهره سفيد3

  مهره قرمز4
   مهره سفيد5

  مهره قرمز3
  از ظرف اوله  مهر3

  ظرف دومزا مهره 2

1B 2B 
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  .حال نمودار درختي را رسم مي كنيم
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ابتدا تعريف مي كنيم:مروش دو :  

A=ي خارج شده از ظرف جديد سفيد باشد مهره.  

1B=مهره ل باشدي خارج شده از ظرف جديد مربوط به ظرف او.  

2B=مهره م باشدي خارج شده از ظرف جديد مربوط به ظرف دو.  
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لاز ظرف او 

ماز ظرف دو 
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اگـر  . در اين تيم قد هيچ دو نفري برابر نيست  . امير و بابك عضو تيم ده نفره واليبال مدرسه اند           :32تمرين

  بدانيم امير از بابك بلندتر است، 

  دترين عضو تيم باشد، چقدر است؟ احتمال اينكه امير بلندق: الف 

  ي قد، نفر نهم باشد، چقدر است؟احتمال اينكه امير از نظر بلند: ب 

  . را به شكل زير تعريف مي كنيمB وAدو پيشامد: حل 

10

1=→ )(APA : يم استامير بلندقدترين عضو ت.  

2

1=→ )(BPB :امير از بابك بلندقدتر است.  

)()( APBAPABABA =→=→⊆ II  

   . به صورت زير استتاحتمال اينكه امير بلندقدترين باشد، با فرض اينكه امير از بابك بلندقدتر اس
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در اين صورتدر نظر بگيريم،  Cبلندي قد نفر نهم باشد را ير از نظر ام پيشامد اينكه اگر: ب 
10

1=)(CP.  

 از طرفي واضح است كه
9

1=)|( CBP  و ما مي خواهيم)|( BCPلذا .  را حساب كنيم:  
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 براي ديدن يك مسابقه ي ورزشي به ورزشگاه مي          3/0 و   4/0 كدام با احتمال      علي و مازيار هر     :33تمرين

فرض كنيد علي به ورزشـگاه     .  به ورزشگاه مي رود    6/0اگر علي به ورزشگاه رفته باشد، مازيار با احتمال          . روند

  با چه احتمالي مازيار نيز به ورزشگاه نرفته است؟. نرفته باشد

  :بنابراين.  مي ناميمM و پيشامد آنكه مازيار به ورزشگاه برود راAه برود راپيشامد آنكه علي به ورزشگا :حل

?)|( =′′ AMP 60 و/)|( =AMP30 و/)( =MP40 و/)( =AP  
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 و  20ي انتشاراتي اند كه به ترتيب        خانم ها اكبري، برنا و چمني نسخه خوان هاي يك موسسه            :34تمرين

احتمال اينكه اين سه نفر صفحه اي كه بـه آنهـا            .  درصد از كارهاي نسخه خواني را انجام مي دهند         50 و   30

صفحه اي نسخه خواني شده ولـي       .  است 99/0 و   95/0 و   9/0تيب  سپرده شده را بي غلط تصحيح كنند به تر        

  احتمال اينكه مسئول خواندن آن صفحه خانم اكبري بوده باشد، چقدر است؟ . هنوز غلط دارد

سـپس قـانون بيـز را مـي     . ابتدا نمودار روبرو را رسم مي كنـيم  : حل  
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   و وابستهلامد هاي مستقشپي  :چهارمدرس  

. ي يك آزمايش ديگر است و گاهي مستقل از آن مي باشد      تصادفي وابسته به نتيجه   آزمايش  يك  نتايج  گاهي  

  .در اين درس به معرفي پيشامد هاي مستقل و وابسته مي پردازيم

  امد هاي مستقل و وابستهشپي

),()(<0باشند، بطوري كه     Sاي دو پيشامد از فضاي نمونه     AوBاگر BPAP  ،      آنگاه اين دو پيـشامد را

  . گوييم، هرگاه احتمال وقوع يكي از آنها بر احتمال وقوع ديگري تأثير نداشته باشدمستقل

  . مي گوييموابسته مستقل نباشند، آنها را AوBاگر دو پيشامد 

  :نتيجه 

  : دو پيشامد مستقل باشند، در اين صورتAوBاگر) 1
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  :اين صورت دو پيشامد وابسته باشند، در AوBاگر) 2

)|().(

)|().()(

BAPBP

ABPAPBAP

=
=

                 

I
  

  .اين دو پيشامد مستقل هستند. تهي باشدB وA دو پيشامد  ازاگر حداقل يكي: توجه 

س و   آمـدن تـا    6 پيشامد Aفرض كنيد . يك تاس را به طور همزمان پرتاب مي كنيم         يك سكه و   :1تمرين

B نشان دهيد كه اين دو پيشامد مستقل هستند. پيشامد رو شدن سكه است.  

  :طبق مسئله داريم: حل 

)},(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,{( 665544332211 PRPRPRPRPRPRS =  

)},(),,(),,(),,(),,(),,{( 654321 RRRRRRB )},,(),{(      و       = 66 PRA =  

  .حل كافي است كه نشان دهيم

)|()(: الف  APBAP )|()(: ب        = BPABP )().()(: ج         = BPAPBAP =I  

)},{( 6RBA =I  
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از اين جعبـه بـه تـصادف       .  تاي آنها معيوب اند    3لامپ است و مي دانيم كه        12 جعبه اي محتوي   : 2تمرين

         احتمـال  . ل، لامپ ديگري به تصادف بر مـي داريـم         يك لامپ بر مي داريم، سپس بدون جايگذاري لامپ او

  اينكه هر دو لامپ معيوب باشند، چقدر است؟

  :تعريف مي كنيم:  حل

B=و                      م معيوب  پيشامد لامپ دو              A=ل معيوب پيشامد لامپ او  

       چون معيوب يا غير معيوب بودن لامپ او   م ندارد، پـس  ل هيچ تأثيري بر معيوب يا غير معيوب بودن لامپ دو

  : در اين صورت . مستقل هستندAوBدو پيشامد 

22

1

11

2

12

3 =×== )().()( BPAPBAP I  

 اگـر     :3تمرين
4

1=)(BP   و 
6

1=)|( BAP    و دو پيـشامد  BوA  مـستقل باشـند .)( BAP U را

  .بدست آوريد

   : حل

6

1== )()|( APBAP  

24

1

4

1

6

1 =×== )().()( BPAPBAP I  

8

3

24

1

4

1

6

1 =−+=−+= )()()()( BAPBPAPBAP IU  

به عنـوان مثـال قبـولي در درس         . مستقل بودن دو پيشامد، در بسياري از موارد، نياز به بررسي ندارد           : توجه  

 تـأثيري روي    زيرا قبولي يا عدم قبولي يكي هـيچ       . امد مستقل مي باشند   شفيزيك براي دو دانش آموز ، دو پي       

  .تقل بودن اين دو پيشامد نيستس و لذا نيازي به بررسي مديگري ندارد
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 دارند، يك فـرد بـه تـصادف         A درصد گروه خوني     40 درصد افراد جامعه اي چشم ميشي و         75 : 4تمرين

   داشته باشند، كدام است؟Aاحتمال آنكه اين فرد چشم ميشي يا گروه خوني .انتخاب مي كنيم

1(78/0                 2 (82/0                      3 (85/0                        4 (95/0  

  : داشتن مستقل هستند،پسAدو پيشامد چشم ميشي بودن و گروه خوني: حل

 0/85
20

17

5

2

4

3

5

2

4

3
                  ==×−+=−+=

−+=

)()().()()(

)()()()(

BPAPBPAP

BAPBPAPBAP IU

  

  :تمرين براي حل 

 در  7 پيـشامد مجمـوع      B در تـاس اول و     3ي عـدد     پيشامد مـشاهده   Aرتاب دو تاس، فرض كنيد    در پ   :5

  . را بررسي كنيدB وAمستقل بودن. برآمدهاي دو تاس باشد

 در  10 پيـشامد مجمـوع      B در تـاس اول و     3ي عـدد     پيشامد مشاهده  Aدر پرتاب دو تاس، فرض كنيد       :6

   . را بررسي كنيدB وAمستقل بودن. برآمدهاي دو تاس باشد

 پيشامد مشاهده ي فقط B پيشامد رو در پرتاب دوم و Aاگر  . ي سالمي را سه بار پرتاب مي كنيم        سكه  :7

  . را بررسي كنيدB وAدو رو به طور متوالي باشد، مستقل بودن

 اينكـه   درصـد اسـت، احتمـال   70 درصد و احتمال قبولي ريحانـه  90احتمال قبولي زهرا در درس فيزيك         :8

  .حداقل يكي از آنها در اين درس قبول شود را به دست آوريد

ي تير اندازي، احتمال اينكه محمـد بـه هـدف بزنـد،              در يك مسابقه    :9
7

5
 و ايـن    

احتمال براي مرتضي    
10

7
اگر آنها به تناوب به هدف تير اندازي كنند، احتمال          .  است 

   هر دو به هدف بزنند، چقدر است؟اينكه

***  
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  انتخاب هاي با جايگذاري و بدون جايگذاري 

، به انتخـاب هـاي بـا جايگـذاري و بـدون              و وابسته  اي از مسائل مربوط به احتمال پيشامد هاي مستقل        دسته

  .در تمرين هاي بعدي بيشتر با اين مسائل آشنا مي شويد. جايگذاري موسومند

 مهره قرمز است، دو مهره به صورت پي در پـي و بـدون               8 مهره آبي و     5 اي كه شامل     از جعبه  :10تمرين

پيشامد قرمز بودن دومـين مهـره         Bي اول و     پيشامد آبي بودن مهره    Aاگر  . جايگذاري ، بيرون مي آوريم    

  .باشد

  د، چقدر است؟احتمال اينكه هر دو پيشامد رخ دهن: الف

  . را بررسي كنيدB وAمستقل يا وابسته بودن پيشامدهاي: ب 

  :حل 

  :الف 

39

10

12

8

13

5 =×=×= )|()()( BAPAPBAP I  

)|( و BP)( كافي است، :ب  ABPرا محاسبه و مقايسه كنيم .  

13

8

12

7

13

8

12

8

13

5 =×+×=)(BP  

12

8=)|( ABP  

  

)|()(لذا چون BPABP   . وابسته اندB وA، بنابراين دو پيشامد ≠

 پيشامد  Bبودن اعداد ظاهر شده و       پيشامد متوالي    A در پرتاب دو تاس به طور پي در پي، اگر          :11تمرين

  . را بررسي كنيدB وAمستقل بودن .  در تاس اول باشد3ظاهر شدن عدد 

  :حل  

36

10
56654554344323321221 =→= )()},(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,{( APA  

36

6
635343332313 =→= )()},(),,(),,(),,(),,(),,{( BPB  

 يآب

 قرمز
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36

2
4323 =→= )()},(),,{( BAPBA II  

)()()(
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BPAPBAP

BAP

BPAP
×≠→









=

×=×
I

I
36

2
36

6

36

10

  

  . مستقل نيستندB وAبنابراين دو پيشامد

},,,...,{ي  از مجموعه   :12تمرين  پيشامد يـك عـدد      Aفرض كنيد .  يك عضو انتخاب مي كنيم     10321

  . را بررسي كنيدB وA باشد، مستقل3 پيشامد وقوع عددي بخش پذير بر Bزوج و 

  :حل 

10

5
108642 =→= )(},,,,{ APA  

10

3
963 =→= )(},,{ BPB  

10

1
6 =→= )(}{ BAPBA II  

)()()(
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)()(
BPAPBAP

BAP

BPAP
×≠→
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×=×
I

I
10

1
10

3

10

5

  

  . مستقل نيستندB وAبنابراين دو پيشامد

دو مهـره متواليـاً و بـدون جايگـذاري از ايـن      .  مهره سفيد است3 مهره سياه و   5اي شامل    كيسه :13تمرين

  .كيسه بيرون مي آوريم

  مي سفيد باشد،چقدر است؟لي سياه و دواحتمال آنكه او) الف

  احتمال آنكه هر دو سياه باشند،چقدر است؟) ب

  :پس. واضح است كه دو پيشامد استخراج مهره مستقل هستند: حل

: الف
56

15

7

3

8

5 :               ب                 ×=
56

20

7

4

8

5 =×  
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دو مهره متوالياً و با جايگذاري از اين كيـسه  .  مهره سفيد است3 مهره سياه و     5 كيسه اي شامل     :14تمرين

  .بيرون مي آوريم

  مي سفيد باشد،چقدر است؟لي سياه و دواحتمال آنكه او) الف

   هر دو سياه باشند،چقدر است؟احتمال آنكه) ب

  پس.  هستند1واضح است كه دو پيشامد استخراج مهره مستقل: حل

: الف
64

15

8

3

8

5 :                          ب×=
64

25

8

5

8

5 =×  

ز سه مهره بطور متوالي و بـدون جـايگزيني ا  .  مهره سفيد وجود دارد   3 مهره سياه و     7اي دركيسه :15تمرين

  .اين كيسه بيرون مي آوريم

  مي سفيد باشد،چقدر است؟مي سياه و سولي سياه و دواحتمال آنكه او) الف

  چقدر است؟ احتمال آنكه هر سه سياه باشند،) ب

  پس. واضح است كه سه پيشامد استخراج مهره مستقل هستند: حل

: الف
720

126

8

3

9

6

10

7 :                          ب××=
720

210

8

5

9

6

10

7 =××  

سه مهـره بطـور متـوالي و        .  مهره قرمز وجود دارد    5 مهره سفيد و     3 مهره سياه و     7 دركيسه اي    :16تمرين

مي قرمز باشد،چقدر مي  سفيد و سولي سياه و دواحتمال آنكه او.بدون جايگزيني از اين كيسه بيرون مي آوريم    

  است؟

پس     . واضح است كه سه پيشامد استخراج مهره مستقل هستند: حل
2730

105

13

5

14

3

15

7 =××       

 مهره بطـور  2از اين كيسه .  وجود دارد  9 تا   1 مهره با شماره هاي منحصر بفرد از         9 دركيسه اي    :17تمرين

 مجمـوع شـماره هـاي    احتمال آن را حساب كنيـد كـه  . متوالي و بدون جايگزيني به تصادف بيرون مي آوريم    

  .بيرون آمده زوج باشد

از طرفي وقتي مجموع شماره هاي بيرون آمـده زوج         .  مهره زوج قرار دارد    4 مهره فرد و     5در اين كيسه    : حل  

  لذا. ي استخراج شده فرد يا هر دو زوج باشنداست كه هر دو مهره

                                                 
  .به طور كلي انتخاب هايي كه با جايگذاري انجام مي شوند، مستقل هستند.  1
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9

4

72

32

72

12

72

20

8

3

9

4

8

4

9

5 ==+=×+×=)(AP  

احتمال اينكه سـكه، رو و هـر دو تـاس    . ان پرتاب مي شوند يك سكه و دو تاس به طور همزم  :18تمرين  

   را نشان دهند، چقدر است؟6عدد 

واضح است كه اين .  مي گيريمB آمدن هر دو تاس  را 6 و پيشامد Aپيشامد اينكه سكه رو باشد را : حل 

به صورت زير .  باشد6اين احتمال اينكه سكه، رو و هر دو تاس عدد بنابر. دو پيشامد مستقل از يكديگر هستند

  .است

72

1

36

1

2

1 =×=×= )()()( BPAPBAP I  

 سئوال مطرح 10در يك امتحان پنج گزينه اي،        :19تمرين  

اگر يك دانش آمـوز بـه تمـام سـئوالات بـه طـور               . شده است 

  :تصادفي پاسخ دهد، احتمال آن را به دست آوريد كه 

  .ال ها پاسخ صحيح داده شودبه تمام سئو: الف 

  .تنها به پنج سئوال اول پاسخ صحيح داده باشد: ب 

  .حيح داده باشدصبه نيمي از سئوال ها پاسخ : ج 

  :حل 

احتمال پاسخ صحيح به هر سئوال       : الف 
5

1
 . است و صحيح يا غلط بودن هر سئوال مستقل از ديگري اسـت             

  لذا

10

5

1

5

1

5

1

5

1
)(... =×××  

احتمال پاسخ صحيح به هر سئوال: ب 
5

1
و احتمال غلط بودن آن  

5

4
  : بنابراين.است

10555

5

2

25

4

5

4

5

1

5

4

5

4

5

4

5

1

5

1

5

1
)()()()(...... ==×=×××××××  

  : ج 
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  :تمرين براي حل 

 مهـره بطـور   3از ايـن كيـسه   . رد وجود دا100 تا 1 مهره با شماره هاي منحصر بفرد از   100 دركيسه اي  :20

مي فـرد و  لي زوج و دواحتمال آن را حساب كنيد كه او    . متوالي و بدون جايگزيني به تصادف بيرون مي آوريم        

مي زوج باشندسو.  

 مهـره بطـور   4از ايـن كيـسه   .  وجود دارد100 تا 1 مهره با شماره هاي منحصر بفرد از   100 دركيسه اي  :21

  .ني به تصادف بيرون مي آوريممتوالي و بدون جايگزي

  .مي و چهارمي زوج باشندمي فرد و سولي و دواحتمال آن را حساب كنيد كه او: الف 

  .مي فرد و چهارمي زوج باشندمي و سولي و دواحتمال آن را حساب كنيد كه او: ب 

  . فرزند دارد4 خانواده اي :22

: ج  (چقدر است؟ اشند، فرزند اين خانواده دختر ب4احتمال اينكه : الف 
16

1
(  

: ج (خانواده دختر باشند، چقدر است؟ احتمال اينكه فقط فرزند اول و آخر اين : ب 
16

1
(  

: ج (احتمال اينكه دو فرزند اين خانواده دختر باشند، چقدر است؟ : ج 
8

3

16

1
6 =×(  

 مهـره زرد    1 مهـره آبـي و       2 مهره قرمـز ،      3ه شامل   در يك جعبه ك     :23

مطلـوب اسـت    . است، دو مهره به تصادف و با جايگذاري بيرون مي آوريـم           

  :احتمال آنكه 

: ج . (هر دو مهره قرمز باشند: الف 
4

1

2

1

2

1 =×(   

: ج. (حداقل يك مهره آبي باشد: ب 
9

5

36

4

36

8

36

8 =++(   

: ج. (رنگ باشندهر دو مهره هم: ج 
36

14

36

1

36

4

36

9 =++ (  

***  
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  پيشامد هاي مستقل و وابستهنكات تكميلي 

  .در انتهاي اين درس، نكاتي مهم پيرامون پيشامد هاي مستقل و وابسته بيان مي كنيم

  :مستقل باشند، نشان هيد كه AوB اگر دو پيشامد : 24تمرين

  .                                   نيز مستقل هستند′Aو′Bدو پيشامد) الف

  . نيز مستقل هستند′AوBدو پيشامد) ب

  .مستقل هستند نيز Aو′Bدو پيشامد) ج

  :حل

  :الف
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  . مانند ب حل مي شود و حل آن به فراگيران محترم واگذار مي شود:ج
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)().()( : دو پيشامد مستقل باشند، ثابت كنيد كه AوB اگر :25تمرين BPAPBAP ′′−= 1U  

  :حل 

)().()()()( BPAPBAPBAPBAP ′′−=′′−=′−= 111 IUU  

  . هر يك از موارد زير را ثابت كنيد :26تمرين

)|()|)(( ABPABAP −=− 1) 1  

)|()|( BAPBAP −=′ 1) 2  
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)(

))((

)(

)(

CP

BCAP

CP

CAP III −=  

)(

))((

)(

))((

)(

))((

CP

CBAP

CP

BCAP

CP

BCAP IIIII ′
=

′
=−=  

)|)((
)(

))((
CBAP

CP

CBAP −=−= I
  

  ثابت كنيد كه.  سه پيشامد دو به دو مستقل باشندCوB وA اگر :27تمرين

)()().()( CPBPAPCBAP ′′′−= 1UU  

  :حل 

)()( ′−= CBAPCBAP UUUU 1  

)()().()( CPBPAPCBAP ′′′−=′′′−= 11 II  

.  است9/0 و 7/0 و 8/0 در امتحانات پايان ترم به ترتيب امين و كاظم و مهدي احتمال موفقيت  :28تمرين

  .احتمال آنكه حداقل يكي از اين سه نفر در امتحان موفق شوند، را محاسبه كنيد

  :حل 

99400060110302011 //)/)(/)(/()()().()( =−=−=′′′−= CPBPAPCBAP UU  

  .ثابت كنيد كه سازگارند.  ناتهي و مستقل باشندB وA اگر دو پيشامد :29تمرين

  :حل 

Φ≠→≠ →= ≠→Φ≠
BABAPBPAPBAP

BPAPBA
III 0

0
)()().()(

)(),(,

  

 مي توانند   B و A باشند، آيا    Sدو پيشامد ناتهي و ناسازگار از فضاي نمونه اي           B و A  اگر  :30تمرين

  مستقل باشند؟ چرا؟

زيـرا اگـر   .  دو پيشامد ناسازگار در صورتي مستقل از يكديگرند كه حداقل يكي از آنهـا تهـي باشـد     خير،: حل  

0=)( BAP I   0 در اين صورت=×= )()()( BPAPBAP I     0 كه نتيجه مي دهـد=)(AP 

  BP)(=0 يا

AE و  مستقل دو پيشامد  B و A  اگر  :31تمرين BF و   ⊇ آيـا  . ي ناتهي باشـند    دو زير مجموعه   ⊇

Eو F؟ چرا؟ نيز هميشه مستقل اند  
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  .به مثال هاي زير توجه كنيد. مي توانند مستقل و مي توانند وابسته باشند: حل 

},{براي دو پيشامد baA },{و = caB },,,{ از فضاي نمونه اي= dcbaS   . داريم=

4

1

2

1

2

1 ===→= )(,)(,)(}{ BAPBPAPaBA II  

)()()(.مستقل هستند B وA يعني BPAPBAP ×=⇒ I  

  .اكنون تعريف مي كنيم

4

1=→= )(}{ FPcF و 
4

1=→= )(}{ EPaE  

0=→= )({} FEPFE II  

)()()(لذا  FEPFPEP I≠=×
16

1
  .ستندنيمستقل  F وE يعني 

اگر به تصادف و بدون جايگذاري   .  لامپ است كه سه تاي آنها معيوب است        12ي شامل    جعبه ا   :32تمرين

  : لامپ از جعبه بيرون آوريم، احتمال آن را به دست آوريد كه 3

  .هر سه لامپ معيوب باشند: الف 

  .حداقل يك لامپ معيوب باشد: ب 

  .تعريف مي كنيم: حل 

Aل و احتمال سالم بودن لامپ اوBم واحتمال سالم بودن لامپ دو C ماحتمال سالم بودن لامپ سو   

  :در اين صورت

  :پس . سالم و معيوب بودن هر لامپ مستقل از ديگري است: الف 

220

1

10

1

11

2

12

3 =××=′′′ )( CBAP II  

  :ابراينبن. يعني احتمال اينكه هر سه لامپ سالم نباشند:  ب 

55

34

10

7

11

8

12

9
111 =××−=××−=− )()()()( CPBPAPCBAP II  

)(/10كه طوري، دو پيشامد مستقل باشندB وAاگر :33تمرين =BAP I 40و/)( =′BAP I ،

)(حاصل BAP ′Uرا به دست آوريد .  
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  : حل 

)()()()( BAPAPBAPBAP II −=−=′  

501040 /)(/)(/ =→−=→ APAP  

205010 /)()(//)()()( =→×=→×= BPBPBPAPBAP I  

90408050 ////)()()()( =−+=′−′+=′ BAPBPAPBAP IU  

***  
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