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    آشنايي با منطق رياضي :درس اول  

ي سـاختار جملـه   دستور زبان رياضي، يا مطالعه    كه عده اي آن را منطق نمادين نيز مي گويند،            منطق رياضي 

 استدلال ها مي پـردازد و  اين شاخه از رياضيات به بررسي دقيق. هايي است كه در رياضي بكار برده مي شود    

  . يممي شوآشنا ي منطق رياضي مفاهيم اوليهبا  در اين درس .نداعتبار يك استدلال را مشخص مي ك

  : گزاره 

درستي يا نادرستي هر گزاره را ارزش گزاره         . نامند يم گزارهدرست يا نادرست باشد را      ي خبري كه    هر جمله 

ويند است و اگر گزاره اي نادرست باشد، گ    » درست«اگر گزاره اي درست است، گويند ارزش اين گزاره          . گويند

  . هر گزاره تنها داراي يكي از دو ارزش درست يا نادرست مي باشد همچنين.است» نادرست« ارزش آن

  . هر يك از جملات زير گزاره هستند:مثال 

  . يك عدد گنگ است2 عدد :1

2: م يك عدد هميشه از آن بزرگتر است توان دو.  

  . درجه نيست180ث هاي داخلي هر مثل  مجموع زاويه :3

  . بين هر دو عدد طبيعي متوالي، عدد طبيعي ديگري وجود ندارد : 4

  . نادرست مي باشند3 و 2 درست و گزاره هاي 4 و 1كه گزاره هاي 

  . هر يك از جملات زير ، چون خبري نيستند، گزاره محسوب نمي شوند:مثال 

   يك عدد گويا است؟πآيا عدد : 1

01032ي معادله : 2 =−+ xxرا حل كن .  

  !نامساوي مثلثي ، چه نامساوي مفيدي است :  3

  : توجه 

بـراي  داشـته باشـد، لـذا       ) كـذب ( 2 يا نادرسـت   )صدق( 1درستيكي از دو ارزش      دقيقĤًچون گزاره بايد،     :الف

جملات خبري   گزاره بودن يا نبودن       در اينجا در مورد    .ار معنايي داشته باشد   ببايد  صحبت از صدق و كذب آن       

                                                 
1
  . True    

2
 . False 
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 به دليل نداشتن بار معنايي در مورد گزاره  زير خبريي ها براي مثال جمله.كنيم صحبت نمي بدون بار معنايي

  .ودن آن صحبت نمي كنيمببودن يا ن

  .مربع بر مستطيل بخش پذير است : 2.                                     درخت يك عدد زوج است : 1

دو درستي يـا نادرسـتي   كه نتوانيم ارزش آنها را تعيين كنيم، گزاره نيستند، براي مثال          خبري  هاي  ه  جمل :ب  

  . مي شوندننسبي است و گزاره محسوب ي جمله

   .سيب قرمز از سيب زرد خوش مزه تر است : 2               . آسان تر استحسابان از درس هندسهدرس  : 1

 ممكن است در حال حاضـر مـشخص نباشـد و در آينـده ارزش آنهـا       هاتي برخي گزاره  درستي يا نادرس   :ج   

ي آخر مهر   روز پنجشنبه » . مهر هوا آلوده است    يپنجشنبهآخرين  « ي براي مثال ارزش گزاره    .معلوم مي شود  

  .معلوم مي شود

 لذا . نه نادرست باشد نه درست وديك گزاره نمي تواند هم درست و هم نادرست باشد و همچنين نمي توان :د 

گر چه گاهي تعيين درستي يا نادرستي آن بـراي شـخص   . دقيقاً بايد فقط يكي از اين دو ارزش را داشته باشد      

دقيقاً گزاره است و    » . است 5 برابر   πصدمين رقم بعد از مميز عدد      « ي خبري جملهبراي مثال   . مشكل باشد 

  .درست را دارديكي از ارزش درست يا نا

 گاهي اوقات يك گزاره با .دننوشته شو) مثلاً زبان فارسي (  لزومي ندارد كه گزاره ها با يك زبان رسمي :هـ 

  .شودنماد هاي رياضي نوشته مي 

  .هر يك از جملات زير گزاره هستند :مثال 

1  : ),( 212 ∈             2   : 23 >            3   : 5
5

5 =          4 : 25432 =×+ )(  

  .نادرست مي باشند 4و  2ي ها درست و گزاره 3 و 1كه گزاره هاي 

....  و   p،q،rدر منطق رياضي مرسوم است كه گزاره ها را با يك حرف كوچـك الفبـاي لاتـين ماننـد                    :و  

  .اين كار زماني اهميت پيدا مي كند كه همزمان با چند گزاره سروكار داشته باشيم. اري مي كنندذنامگ

  :براي مثال مي نويسند

432 >+:p  

  . بخش پذير است9 بر53 عدد :qنكه                                           يا اي
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  . از بين جملات زير، گزاره ها را مشخص كنيد و ارزش آنها را در صورت امكان تعيين كنيد :1تمرين

  .ايران يك كشور آسيايي است : 1

 بيايد، برابر3در پرتاب يك تاس، احتمال آنكه تاس مضرب  : 2
3

1
  . است

  .اك زندگي كنماي كاش مي توانستم در يك هواي پ : 3

23آيا  : 4    است؟5 برابر +

  .ول نوشت را مي توان به صورت مجموع سه عدد ا5هر عدد فرد بزرگتر از  : 5

  .ي حقيقي متمايز داردي دوم دو ريشه درجهيهر معادله : 6

  . است9 برابر πپنجمين رقم بعد از مميز عدد : 7

***  

كنـد كـه ارزش آن تغييـر كنـد،           يك گزاره چنان تغيير    ارتباط،    موضوعيت و  ضمن حفظ  اگر   :نقيض گزاره   

ي ي درست ، گزاره اي نادرست و نقيض يك گـزاره نقيض يك گزاره.  نوشته شده است   نقيض گزاره گويند  

   .ره استدر واقع ارزش نقيض يك گزاره دقيقاً مخالف آن گزا. نادرست، گزاره اي درست مي باشد

  .ي نقيض آن را بنويسيدي زير را بنويسيد و سپس گزاره ارزش گزاره :2تمرين

  ».  عددي گنگ است5عدد« 

  . اين گزاره درست است و هر يك از گزاره هاي زير نقيض آن  محسوب مي شوند:حل 

  ».  عددي گنگ نيست5عدد« : الف 

  ».  عددي گويا است5عدد« : ب 

  ».  عددي گنگ باشد5چنين نيست كه عدد« : ج 

  . نمايش مي دهند~p را به صورتpينقيض گزاره :توجه 

p~  p  

  د  ن

  ن  د
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   :تمرين براي حل 

  .نقيض هر يك از گزاره هاي زير را بنويسيد  :3

  . درجه نيست180هاي داخلي هر مثلث  مجموع زاويه  :الف

  .دو قطر لوزي بر هم عمودند  :ب

  .سپس ارزش آن را تعيين كنيد. ي زير را بنويسيد نقيض نقيض گزاره :4

  . عدد اول است5عدد 

***  

  گزاره هاي هم ارز

  :هستند و مي نويسيم )معادل ( هم ارز هم ارزش باشند، گوييم اين دو گزاره q وpيو گزارهاگر د

qp ≡  

  لذا. ن گزاره هم ارز استآبراي مثال همانطور كه حدس مي زنيد، نقيض نقيض هر گزاره با خود 

)(~~ pp ≡  

  .يد اين موضوع نيز مي باشدؤبه جدول زير نيز توجه كنيد، كه م

)(~~ p  p~  p  

  د  ن  د

  ن  د  ن

***  

  جدول ارزش گزاره ها 

در نظـر گرفتـه    اما وقتي دو يا چند گزاره بـا هـم     .است» درست يا نادرست  « يارزشدو حالت   هر گزاره داراي    

  .به جداول زير توجه كنيد. ارزشي آنها بيشتر مي شوندشوند، تعداد حالت هاي 

  تعداد حالت هاي ارزشي يك گزاره: الف 

p  

  د

  ن
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  تعداد حالت هاي ارزشي دو گزاره: ب 

q  p  

  د  د

  د  ن

  ن  د

  ن  ن

   گزارهسهتعداد حالت هاي ارزشي  : ج

r  q  p  

  د  د  د

  د  د  ن

  د  ن  د

  د  ن  ن

  ن  د  د

  ن  د  ن

  ن  ن  د

  ن  ن  ن

  

   چند حالت دارد؟ چرا؟گزارهچهار ارزشي جدول تعيين كنيد كه  : 5تمرين 

  .ستحالت اn2داراي گزاره nرزشياجدول ثابت كنيد،  : 6تمرين 

***  

. مـي گوينـد  نيز  ساده يگزاره مي تواند تنها يك خبر را اعلام كند كه به آن گزاره     هر   :گزاره هاي مركب    

چنـين گـزاره    د،  ي ساده باش   گزاره اي بيش از يك خبر را اعلام كند و تركيبي از دو يا چند گزاره                ستاممكن  

  .ي مركب مي گويندگزارههايي را 

  .ي مركب استي زير يك گزارهبراي مثال گزاره

  ». مركب است7 عدد و اول است 5عدد « 

به هم متصل » و « ي ساده تشكيل شده است كه با حرف رابط همانطور كه معلوم است اين گزاره از دو گزاره

  .كل گزاره نيز نادرست محسوب مي شود. ي دوم نادرست مي باشدي اول درست ولي گزارهگزاره .شده اند
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اگـر و   ، آنگـاه ... اگـر   ، يا ، و « موسوم به ادات ربط مانند،       ،رابط هاي گزاره اي   در واقع از تركيب گزاره ها با        

گـزاره  ي مركب نيز با توجه به نوع تركيب آنهـا بـستگي بـه    ارزش گزاره و انجام مي گيرد  »  و غيره  تنها اگر 

  .تركيب مي كنيم در اين جا گزاره ها به چهار صورت .ي آن استي تشكيل دهندههاي ساده

  . ندناممي  تركيب عطفي را» و« تركيب دو گزاره با حرف ربط  :تركيب عطفي دو گزاره : الف 

  ». گنگ است5 عددو مركب است 15عدد « : مثال 

qpي ساده باشند، تركيب عطفي آنها به صورت        دو گزاره  p و qاگر  ـ نمايش مـي     ∧  و مـي خواننـد      ددهن

pوq .          ـ. ي آن درست باشـند    ي تشكيل دهنده  تركيب عطفي دو گزاره وقتي درست است كه هر دو گزاره  ه ب

  .جدول زير توجه كنيد

qp ∧  q  p  

  د  د  د

  د  ن  ن

  ن  د  ن

  ن  ن  ن

  

ي درست اسـت زيـرا هـر دو گـزاره         » . گنگ است  5 عدد و مركب است    15عدد  « ي مركب    گزاره :مثال  

  .هر دو درست مي باشند» . گنگ است5عدد« و » . مركب است15عدد  «تشكيل دهنده آن يعني 

عدد « ي زيرا گزاره.نادرست است» . گنگ است5 عددوست بع كامل امر15عدد « ي مركب  گزاره:مثال  

  .ستدرست ا » .ت گنگ اس5عدد« ي  گزارهونادرست » .استمربع كامل 15

  .درستي يا نادرستي گزاره هاي مركب زير را تعيين كنيد  :7تمرين

  . روز است31شهريور ششمين ماه سال است و شهريور : الف 

  . عدد گويا استπ عددي زوج است و 2 :ب 

34 :ج  25916 و ≥ =+  

  .تهران پايتخت ايران استاست و  كويت بغداد پايتخت :د 

  .گاوس رياضي دان ايراني استفاي بوزجاني رياضي دان آلماني نيست و وابوال: هـ
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  .كامل كنيدي ساده با يك گزارهرا با توجه به ارزش گزاره ها جدول زير جاهاي خالي   :8تمرين 

  ارزش گزاره   گزاره  رديف

  T  ............................................ هفته هفت روز دارد و   1
  F  . .................................... جزء است و30قرآن داراي  2
  F  ......................................خيام پزشك ايراني است و   3
  F  . عددي اول است1917و عدد ......... ...................  4

  

  .  مي نامندفصليتركيب را » يا « تركيب دو گزاره با حرف ربط  : دو گزاره فصليتركيب  : ب

  ». است3 مضرب12 عدد يا فرد است 15عدد « : مثال 

qp آنها به صورت   فصلياده باشند، تركيب    ي س  دو گزاره  p و qاگر  ـ نمايش مـي     ∨  و مـي خواننـد      ددهن

pياq .  ي آن درست   ي تشكيل دهنده  دو گزاره حداقل يكي از     دو گزاره وقتي درست است كه        فصليتركيب

  .به جدول زير توجه كنيد. باشند

qp ∨  q  p  

  د  د  د

  د  ن  د

  ن  د  د

  ن  ن  ن

  

ي  زيـرا هـر دو گـزاره       .درسـت اسـت   » .است 3 مضرب 12 عدد يا فرد است    15عدد  « ي مركب    گزاره :مثال  

  .باشندهر دو درست مي » . است3 مضرب12 عدد« و » . فرد است15عدد « تشكيل دهنده آن يعني 

يكي از گـزاره   زيرا  . درست است » . است 7 مضرب12  عدد يا است   3 مضرب12 عدد« ي مركب    گزاره :مثال  

  . درست مي باشد». است3 مضرب 12يعني عدد «ي آن هاي تشكيل دهنده

زيرا هر دو  گزاره . نادرست است» .است 5مضرب 12 عدد يا است   7مضرب  12عدد  « ي مركب    گزاره :مثال  

  .ي آن نادرست مي باشنددهندهتشكيل ي 
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  . درستي يا نادرستي گزاره هاي مركب زير را تعيين كنيد :9تمرين

  . عدد زوج است23 است يا 3مين عدد اول دو: الف 

  . استنگ عدد گπيا عددي زوج است 2: ب 

34 يا Z∈2: ج  ≤  

  .ي ساده كامل كنيد جاهاي خالي جدول زير با توجه به ارزش گزاره ها را با يك گزاره :10تمرين 

  ارزش گزاره   گزاره  رديف

  T   ..........................................يا هفته هفت روز دارد   1
  F  ......... ............................ زمين مي چرخد يارخورشيد دو  2
  T   ......................................زكرياي رازي كاشف الكل است يا   3
  F  .ستنيعددي اول 17  عدديا............................   4

  

  تركيب شـرطي  را»  ....آنگـاه   .... اگر  «  حرف ربط    تركيب دو گزاره با    :تركيب شرطي دو گزاره     : ج  

  .  نامندمي

53 اگر«: مثال   آنگاه >
5

1

3

1   » . است<

بـه يكـي از    و ددهن ـايش مي    نم ⇒qp آنها به صورت   شرطيي ساده باشند، تركيب      دو گزاره  p و qاگر

  :مي خوانند صورت هاي زير 

   qآنگاهpاگر •

• pنتيجه مي دهند qرا   

• q از pنتيجه مي شود .  

• pشرط كافي براي qاست .  

• qشرط لازم براي pاست .  

 مـي   )حكم( را تالي  qي و گزاره  )فرض (را مقدم  pيگزاره ،⇒qp به صورت  ارهدر تركيب شرطي دو گز    

به جدول زيـر توجـه   .  باشدتمقدم درست و تالي نادرسدرست است كه  نا دو گزاره وقتي     شرطيتركيب   .نامند

  .كنيد

qp⇒  q  p  

  د  د  د

  د  ن  ن

  ن  د  د

  ن  ن  د
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هم مقـدم و  زيرا . درست است» . است3 مضرب 12  عدد آنگاه فرد است    15عدد   اگر« ي مركب    گزاره :مثال  

  .هم تالي درست مي باشند

زيرا مقدم   .درست است ان» . است 7مضرب  12 عدد   آنگاه  است 3مضرب  12عدد  اگر  « ي مركب    گزاره :مثال  

  .درست مي باشددرست ولي تالي نا

  . درستي يا نادرستي گزاره هاي مركب زير را تعيين كنيد :11تمرين

  . مربع كامل نيست4 فرد باشد آنگاه 4د اگر عد: الف 

  . عدد گنگ استπآنگاه عددي زوج است 12اگر : ب 

54 آنگاه Z∈5  اگر:ج  ≥  

  .ي شرقي آن استژاپن همسايه آنگاهايران يك كشور آسيايي است اگر : د 

  .ي ساده كامل كنيد زير با توجه به ارزش گزاره ها را با يك گزاره جاهاي خالي جدول :12تمرين

  ارزش گزاره   گزاره  رديف

  T  ......................................................آنگاه ....................................................... اگر   1
  F  ......................................................آنگاه ........................................ ...............اگر   2
  F  . عددي اول است99آنگاه ......... ..................................اگر   3
852 آنگاه .............................................اگر  4   F  . عددي اول باشد+

 همانطور كه متوجه شديد، در يك تركيب شرطي دو گزاره اگر مقدم نادرست باشد، تالي هـر ارزشـي                    :توجه  

-براي مثال گزاره. نامند مي انتفاي مقدمدر اصطلاح  اين حالت را .ي مركب درست استداشته باشد، گزاره

  .همواره درست است، گرچه ما از ارزش تالي آن خبر نداريمي مركب زير بنا به انتفاي مقدم 

   ...........................عددي فرد باشد، آنگاه  2 اگر 

 .... «يا » و برعكس.....  آنگاه .... اگر « تركيب دو گزاره با حروف ربط  :شرطي دو گزاره دو تركيب  : د

   مي نامند تركيب دوشرطي را» ...... شرط لازم و كافي است براي .... « يا » ..... اگر و فقط اگر 

53اگر« : مثال   آنگاه >
5

1

3

1   »  است و برعكس<

  ». ي قائمه داشته باشدزاويه يك مثلث قائم الزاويه است اگر و تنها اگر «: مثال 

  » .بخش پذير باشد 2 طبيعي آن است كه برزوج بودن يك عدد شرط لازم و كافي براي « : ثال م
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qpي ساده باشند، تركيب دوشرطي آنها به صورت        دو گزاره  p و qاگر  نمايش مي دهند و به يكي از        ⇔

  :صورت هاي زير مي خوانند 

   و برعكسqآنگاهpاگر •

• pاگر و تنها اگر q   

• p برايو كافي است شرط لازمq   

ادرست يا  هر دو ندرست ي آن يل دهندهي تشكهر دو گزارهشرطي دو گزاره وقتي درست است كه دوتركيب 

  .به جدول زير توجه كنيد. دنباش

qp ⇔  q  p  

  د  د  د

  د  ن  ن

  ن  د  ن

  ن  ن  د

  

را زي. درست است نا»  است و برعكس   7  مضرب 12 عدد   آنگاه فرد است    15 عدد   اگر« ي مركب    گزاره :مثال  

  .ي آن درست و ديگري نادرست استيكي از گزاره هاي تشكيل دهنده

  . درستي يا نادرستي گزاره هاي مركب زير را تعيين كنيد :13تمرين

  . و برعكسستا مربع كامل 4 فرد باشد آنگاه 4اگر عدد : الف 

  .شداويا ب عدد گπاگر و تنها اگر است گوياعددي 2: ب 

  . بخش پذير نباشد2بر آن است ،عددي فرد باشد 5شرط لازم و كافي براي اينكه : ج 

  .ي ساده كامل كنيد جاهاي خالي جدول زير با توجه به ارزش گزاره ها را با يك گزاره :14تمرين

  ارزش گزاره   گزاره  رديف

  T   . عددي مركب باشد119 اگر و تنها اگر..... ..................................................  1
  F  . و برعكس............................................آنگاه .................................................... اگر   2
  F   و برعكس مربع كامل است2آنگاه .... .......................................اگر   3
852آنگاه ............................................. اگر  4   F   و برعكس عددي مركب است+

pq        . را تشكيل دهيدمقابلي مركب گزارهجدول ارزشي  : 15تمرين  ∨~  
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  . حالت مي باشد4لذا جدول داراي .  تا مي باشند2تعداد گزاره ها  :حل 

pq ∨~  q~  q  p  

  د  د  ن  د

  د  ن  د  د

  ن  د  ن  ن

  ن  ن  د  د

  

qpq          . را تشكيل دهيدبلمقاي مركب جدول ارزشي گزاره :16تمرين ⇒∧ )(~  

  .ي مركب زير تشكيل دهيدجدول ارزشي براي گزاره : 17تمرين 

)(~)( pqqp ∨⇒∧  

  . حالت مي باشد4لذا جدول داراي .  تا مي باشند2تعداد گزاره ها  :حل 

)(~)( pqqp ∨⇒∧  pq ∨~  q~  qp ∧  q  p  

  د  د  د  ن  د  د

  د  ن  ن  د  د  د

  ن  د  ن  ن  ن  د

  ن  ن  ن  د  د  د

  

rpq          . را تشكيل دهيدمقابلي مركب جدول ارزشي گزاره : 18تمرين  ∨∧ )~(~  

  :شي ثابت كنيد كه  با تشكيل جدول ارز :19تمرين 

)()( pqqpqp ⇒∧⇒≡⇔  

  . حالت مي باشد4لذا جدول داراي .  تا مي باشند2تعداد گزاره ها : حل 

)()( pqqp ⇒∧⇒  pq⇒  qp ⇒  qp ⇔  q  p  

  د  د  د  د  د  د

  د  ن  ن  ن  د  ن

  ن  د  ن  د  ن  ن

  ن  ن  د  د  د  د

  :لذا 

)()( pqqpqp ⇒∧⇒≡⇔  

ه 
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ي حل مانند نمونه.  گزاره اي دلخواه باشدr گزاره اي نادرست وq گزاره اي درست وpاگر : 20 تمرين

  .ل، ارزش هر يك از گزاره هاي مركب زير را تعيين كنيد و بدون تشكيل جدوشده

)()( qpqp ∨⇔∧ )5  rqp ∨∨ )( )1  

)()(~ qpqp ⇒⇔∨ )6    )(~)( qqp ∧∨ )2  

)(~)~(~ qpqp ∨⇔∨) 7  rqp ∧⇒ )( )3  

rpq ∧⇒ )() 8  rqp ∧⇔ )( )4  

    :1حل 

TrqpTqp
Fq

Tp
≡∨∨→≡∨→





≡
≡

)()(  

  :تمرين براي حل 

  . درستي يا نادرستي گزاره هاي مركب زير را تعيين كنيد :21

1102: الف  284ي اول است ياعدد+ =!  

  .هستندي اعداد زوج مركب ي اعداد اول فرد هستند و همههمه: ب 

10 آنگاه ، تنها عدد زوج و اول باشد2گر  ا :پ
2

5
=







  

516اگر : ت 123، آنگاه = +=  

   فرد است و برعكس16 زوج باشدآنگاه 15اگر  : ث

   . مربع كامل نمي باشد15 فرد باشد، آنگاه 12  عددي اول و5 اگر  :ج

  . هم ارزي زير را ثابت كنيد با تشكيل جدول ارزشي :22

qpqp ~)(~ ∧≡⇒  

  .گزاره هاي زير هميشه درست مي باشند با تشكيل جدول ارزشي ثابت كنيد كه  :23

)()( qpqp pqp  ج (∧⇒∨ ⇒∧   الف ()(

pqpq ~)]([~ )(  د (∧⇒⇒ qpp   ب (⇒∨
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   . ارزشي هر يك از موارد زير را ثابت كنيد با تشكيل جدول :24

qpqp ~~)(~ qpqp  هـ ( ∨≡∧ ∨≡⇒   الف (~

qpqp ⇔≡⇔ pqqp  و (~)(~ ~~   ب (⇒≡⇒

pqpp ≡∧∨ qpqp  ز()( ~)(~   ج (⇒≡∧

qpqp ~~ qpqp  ح (⇔≡⇔ ~~)(~   د (∧≡∨

  : توجه 

ppيا ⇒ppنظيربرخي گزاره هاي مركب   :1 pp برخي ديگر نظيرهميشه درست و ∨~ ~∧ 

  :در اين صورت مي نويسند. هميشه نادرست مي باشند

Tpp ≡∨ )~(  

Tpp ≡⇒ )(  

Fpp ≡∧ )~(  

  . همواره داريمp وqيبراي هر دو گزاره  :2

qpqp ~~)(~ qpqp                    ب( ∨≡∧ ~~)(~   الف (∧≡∨

  . مي نامندقوانين دمورگاناين دو هم ارزي منطقي را 

  . همواره داريمp وqيبراي هر دو گزاره  :3

pqpp ≡∨∧ pqpp                          ب    ()( ≡∧∨   الف ()(

  . مي نامندجذبقوانين اين دو هم ارزي منطقي را 

  .، قوانين نيز را مي توان براي اين گزاره ها بيان كرددنباشي دلخواه ه گزارهس r وq وpاگر : 4

  )تعويض پذيري(جاييه ب  جانقواني) الف

pqqp ∧≡∧  

pqqp ∨≡∨  

  )انجمني (قوانين شركت پذيري) ب

)()( rqprqp ∧∧≡∧∧  
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)()( rqprqp ∨∨≡∨∨  

  )پخشي (ريقوانين توزيع پذي) ج

)()()( rpqprqp ∧∨∧≡∨∧  

)()()( rpqprqp ∨∧∨≡∧∨  

  .فراگيران محترم واگذار مي كنيماثبات ديگر قوانين را . در زير يكي از قوانين اثبات شده است

)()( rpqp ∧∨∧  )( rqp ∨∧  rp ∧  qp ∧  rq ∨  r  q  p  

  د  د  د  د  د  د  د  د

  د  د  ن  د  د  ن  د  د

  د  ن  د  د  ن  د  د  د

  د  ن  ن  ن  ن  ن  ن  ن

  ن  د  د  د  ن  ن  ن  ن

  ن  د  ن  د  ن  ن  ن  ن

  ن  ن  د  د  ن  ن  ن  ن

  ن  ن  ن  ن  ن  ن  ن  ن

  

pqيهمچنين گـزاره  .  ناميده مي شود   ⇒qpكس تركيب شرطي  ع ⇒pqي گزاره  :5 ~~  را  ⇒

  : هاي قبل مشاهده كرديدهمانطور كه در تمرين.  گفته مي شود⇒qpعكس نقيض تركيب شرطي

pqqp ~~ ⇒≡⇒  

***  

   گزاره هاي مركبارزي هاي اساسيهم 

در اين قسمت بـه چنـد       . طور كه تاكنون مشاهده كرديد، هم ارزي هاي بين گزاره هاي مركب متعدد اند             همان

  .مورد مهم آنها اشاره مي كنيم

pqqp ~~ ⇒≡⇒ )6  pp ≡)(~~) 1  

qpqp ~~ ⇔≡⇔ )7  qpqp ~~)(~ ∨≡∧)2  

)()( pqqpqp ⇒∧⇒≡⇔ )8  qpqp ~~)(~ ∧≡∨) 3  

pqpp ≡∨∧ )( )9  qpqp ~)(~ ∧≡⇒ )4  

pqpp ≡∧∨ )() 10  qpqp ⇔≡⇔ ~)(~) 5  
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اي  گزارههم ارزي هاي    از  ديگر  مي توان برخي     و بدون تشكيل جدول،      ساسيابه كمك هم ارزي هاي        :6

  .را ثابت كرد

  ل جدول هم ارزي ثابت كنيد كه بدون تشكي:مثال 

qp qp ∨≡⇒ ~  

  :حل 

qpqpqpqp ∨≡∧≡⇒≡⇒ ~)~(~))((~~  

  .بدون تشكيل جدول هم ارزي  هاي زير را ثابت كنيد  :25تمرين 

)(~))(~(~ pq qp   الف( ∨≡⇒

qpqp ∧≡⇒   ب( ~)~)((

qpqpp ∧≡∨∧   ج( ~)(

qpqpp ∨≡∧∨   د (~)(

  . كنيدعييني مركب زير را تگزارهبدون تشكيل جدول هم ارزي، ارزش    :26تمرين 

)~)((~ qqp ∨⇒  

 pي دو گـزاره   پس اگر .  با معادل بودن آنها يكي است      ،دو گزاره از  هر تركيب دو شرطي هميشه درست         :7

qp باشند، ارزش   معادل qو qpاگرست و    درست ا  ⇔ ي ي تـشكيل دهنـده    هر درست باشد، دو گزا    ⇔

qp معـادل نباشـند، در ايـن صـورت    q وpي دو گزاره همچنين اگر .  معادل هستند  q و pآن يعني  ⇔ 

  .نيستدرست 

  .جاي خالي را در هر مورد كامل كنيد. ي دو شرطي زير درست استه هاارزش هر يك از گزار   :27تمرين 

  ، آنگاه برف سياه است و برعكس...... .........اگر ) الف

   و برعكس......................... عددي گنگ باشد، آنگاه π اگر)ب

  .جاي خالي را در هر مورد كامل كنيد. ي دو شرطي زير نادرست استه  گزار :28تمرين 

   و برعكس........................، آنگاه ... ........................اگر 
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استدلال در اين قواعد و قوانين براي . هستنداستدلال  هيلني اوامبگزاره ها، جبر مربوط به قوانين قواعد و   :8

pqqpبـراي مثـال هـم ارزي       .ي شاخه هاي رياضيات مورد استفاده قرار مي گيرند        كليه ~~ ⇒≡⇒ 

و شـايد بـه    (  به جاي آن    را نتيجه بگيريم، مي توان     qيگزارهpي  اگر بخواهيم از گزاره   نشان مي دهد كه     

  : به مثال زير توجه كنيد. نتيجه بگيريمq را از نقيضpنقيض)  جهت سهولت كار

Zaثابت كنيد كه اگر  :مثال   . عددي فرد استa عددي فرد باشد،آنگاه2a و∋

عكس نقيض  .عكس نقيض آن را ثابت مي كنيممعادل آن يعني اثبات اين حكم، براي سادگي به جاي : اثبات

  .اين گزاره به صورت زير است

Zaاگر   . عددي زوج است2a عددي زوج باشد، آنگاهa و∋

 k وجـود دارد عـدد صـحيح   لـذا .  زوج در نظر گرفته شده استaعدد صحيح) فرض خلف  ( در فرض جديد  

  :بطوري كه 

ka 2=  
  :در نتيجه 

kkka ′=== 242 222 )(  

  . عددي زوج است2aيعني

  . است3 نيز مضرب n باشد، آنگاه3 مضرب 2n عددي صحيح وn ثابت كنيد كه هرگاه :29تمرين

***  
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ازاء قرار   به شامل يك يا چند متغير است و مانند نمونه هاي زيري خبري گاهي اوقات يك جمله:گزاره نما 

 در  .ي را گزاره نما مي نامنـد       چنين جملات  ،دشو  مي دادن مقادير مختلف به جاي متغير آن تبديل به يك گزاره          

  .مقدار به جاي متغير نمي توان در مورد درستي يا نادرستي گزاره نما قضاوت كرد  قرار دادنبدونواقع 

  :مثال 

  .فلاني امروز غايب است: ب                              . يك عدد اول استx:الف 

+=5: د                                .فلان برادر بهمان است: ج  yx  

xy: هـ 
yx ≥+

2
  

، دن ـ كنلي تبد گزاره كي گزاره نما را به      شوند و  نيگزي گزاره نما جا   ري متغ ي به جا   كه يياعضاي تمام   مجموعه

  .مي نامند  گزاره نماي متغيردامنه را

 گـزاره نمـا را بـه        مي كن نيگزي گزاره نما جا   ري متغ ي آنرا به جا   ياعضا اگر    كه ي متغير  از دامنه  ايمجموعه زير

  .مي نامند  جواب گزاره نمايمجموعه را  كندلي درست تبدي گزارهكي

  .  يك گزاره نما استx≤3ي خبريجمله: مثال 

}|,{ي متغير اين گزاره نما      دامنه 0≥∈= xRxxD   ي  جواب اين گزاره نمـا مجموعـه       يمجموعه ولي

},|{ 9≥∈= xRxxSتوجه داشته باشيم كه براي هر گزاره نما داريم . مي باشد :DS ⊆  

  .ي جواب هر يك را مشخص كنيد مجموعه.ي متغير گزاره نما هاي زير داده شده است دامنه :30تمرين

ZD. ( است7 مضرب x )الف =(  

08715 )ب 2 =−− xx )RD =(  

تاس را پرتاب مي كنيم و  )ج
6

1=)(xP) },,,,,{ 654321=D(  

ي جـواب   مجموعه. اي اعداد صحيح است   ي متغير هر يك از گزاره نماهاي زير، مجموعه         دامنه  :31تمرين

  .ك را بنويسيدهر ي

1) ج  . مربع كامل استx) الف
3

12 −≤+x
  

})(|{)  د  . بيشتر است5 يك واحد از مضرب a) ب Wnnn ∈=+ 01  
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  .به مثال زير توجه كنيد. مشابه نقيض گزاره ، براي گزاره نما هم مي توان نقيض نوشت

  . عددي فرد استa: نما گزاره 

  . عددي زوج استa: نقيض گزاره نما 

ي درست شـود، بـه   كه اگر به ازاي مقداري براي متغير ، يك گزاره نما تبديل به يك گزارهداشته باشد    توجه  

  مي شود و برعكسي نادرست ازاي اين مقدار نقيض گزاره نما ، تبديل به يك گزاره

  . نقيض گزاره نماي زير را بنويسيد :32تمرين

  ».  بزرگتر استb ازaعدد« 

  .هر يك از گزاره نماي هاي زير نقيض گزاره نماي فوق محسوب مي شوند: حل 

  ». زرگتر نيست بb ازaعدد« : الف 

  ».  استb كوچكتر يا مساويaعدد« : ب 

  ».  بزرگتر باشدb ازaچنين نيست كه عدد« : ج 

  . ي زير را بنويسيد ها نقيض گزاره نما :33تمرين

012 =−x ) الف  

5>x) ب  

***  
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  سورها

كـه بـه    ... و» هيچ مقدار   « يا   »به ازاي بعضي مقادير    « ،» همواره « ،»به ازاي هر  «  از قبيل    الفاظ و كلماتي  

مـي  3 سـور اضافه شده و آن را تبديل به يك گزاره مي كننـد را      ) عبارت شامل متغير  ( ابتداي يك گزاره نما     

  .شامل سور مي باشندي زير همگي گزاره ها .دنامن

  .ي دانش آموزان كلاس سال گذشته قبول شده اندهمه •

  .ي اعداد اول فرد هستندهمه •

  .مربع بعضي از اعداد حقيقي از خودشان كوچكترند •

 . وجود ندارد5گتر از رهيچ عدد صحيح منفي بز •

 .ي متقابل به رأس مساوينددو زاويههر  •

   . اول مي باشدفقط يك عدد زوج وجود دارد كه •

  . در رياضيات را معرفي مي كنيم براي سورهادر اين قسمت سه نماد رايج

  .نشان داده ميشود و خوانده مي شود» ∀« براي نمايش كليت بكار مي رود و به صورت :سور عمومي 

كـه بـا زبـان رياضـي بـه          » .مربـع هـر عـدد حقيقـي غيرمنفـي اسـت            «  معروف يرهاگز :مثلاً. »براي هر « 

02صورت ≥∈∀ xRx   . نوشته مي شود;

  . را داردp خاصيتxهر

)(; xpx∀  

  .ي شودنشان داده ميشود و خوانده م» ∃« براي نمايش وجود به كار مي رود و به صورت :سور وجودي 

كه با زبان » .مي شودبرابر صفر  4وجود دارد عدد حقيقي كه تفاضل مربع آن با « يگزاره: مثلاً. »وجود دارد« 

042 رياضي به صورت =−∈∃ xRx   .4 نوشته مي شود;

                                                 
3
سور به مي كنند به همين دليل آنها را مشخص  قلمرو متغير گزاره نما را مي كنند وتعيين قيد  ، متغيربراي ، چون اين الفاظ.  

  .شخص مي كندچون حصار ، قلمرو شهر را م. اري كرده اندذنامگ »ديوار گرداگرد شهر« يا » حصار « يا » بارو« معناي 
 به كار مي رود و به صـورت  ييبراي نمايش يكتااين سور . يك حالت خاص از سور وجودي ، سور وحدت يا سور يگانه است.  4

03يمعادله« يگزاره: مثلاً. »فقط و فقط يك   « .شود و خوانده مي شود     نشان داده مي  » ∃!« 2 =− )(x     فقط و فقط يـك  

03كه با زبان رياضي به صورت »  . داردي حقيقيريشه 2 =−∈∃ )(;! xRxنوشته مي شود .  
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  . را داشته باشدp كه خاصيتxوجود دارد 

)(; xpx∃  

  .نشان داده ميشود و خوانده مي شود» /∃« براي نمايش عدم وجود به كار مي رود و به صورت:سور صفر

 كه بـا  ».شود  برابر صفر4هيچ عدد حقيقي وجود ندارد كه مجموع مربع آن با    « يگزاره: مثلاً. »وجود ندارد « 

042زبان رياضي به صورت  =+∈∃/ xRx   . نوشته مي شود;

  . را داشته باشدp كه خاصيتxوجود ندارد

)(; xpx∃/  

  : توجه 

ي درست تبديل مي شود كه هر عـضو از       ره نما كه با سور عمومي همراه شود، وقتي به يك گزاره           اهر گز   :1

 به عبارت ديگر    .ي متغير باشد  منهاي جواب آن برابر د    يعني مجموعه ،ه نما صدق كند   ي متغير آن در گزار    دامنه

  .مثال نقض نداشته باشد

ي كه مجموعـه ي درست تبديل مي شود  همراه شود، وقتي به يك گزاره     وجودي هر گزاره نما كه با سور         :2

  .جواب آن تهي نباشد

ي ي درست تبديل مـي شـود كـه مجموعـه     به يك گزاره همراه شود، وقتيصفرر گزاره نما كه با سور     ه  :3

  .جواب آن تهي باشد

  .هر يك عبارت هاي زير را با نماد سوري بنويسيد: مثال 

  . است2 مجموع هر عدد مثبت و معكوس آن حداقل برابر :الف

2
1

0 ≥++∞∈∀
x

xx ;),(  

032ي ي معادلهبعضي از اعداد صحيح ريشه :ب  =+ xxي باشند م.  

032 =+∈∃ xxZx ;  
                                                                                                                                            

 كه بـه سـور يكتـايي    اين سور. استفاده مي شود» . مي باشدp داراي خاصيتxفقط و فقط يك   « عبارت  اين سور براي بيان     

ي درست تبديل مـي   همراه شود، وقتي به يك گزارهيكتاهر گزاره نما كه با سور  . نمايش داده مي شود∃! با نمادمعروف است، 

  . باشديك عضويي جواب آن شود كه مجموعه

)(;! xpx∃  
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  . جدول زير را كامل كنيد :34 تمرين

  عبارت با زبان رياضي  عبارت با زبان طبيعي

02:  داريم xبراي هر عدد حقيقي ≥x  02 ≥∈∀ xRx ;  

  )(; ZkkxEx ∈=∈∀ 2  

  )(; ZkkpPp ∈=∈∃ 2  

    .بعضي از اعداد فرد، عدد اول هستند

  0<∈∃/ nNn ;  

  . را تعيين كنيدآنهاارزش گزاره هاي زير را ابتدا به زبان ساده بيان كنيد و سپس   :35تمرين 

xxRx ≥∈∀   الف( ;2

)()(; ZkkxxZx ∈=+∈∀   ب( 21

1=×∈∀ xxRx cottan; )ج  

01<−∈∃ ||; xZx )د  

  :حل 

زيرا مربع : نادرست(. مربع هر عدد حقيقي بزرگتر يا مساوي آن است)الف
2

1
 بزرگتر از 

2

1
  ). نيست

  )درست(.حاصل ضرب هر دو عدد صحيح متوالي عددي زوج است) ب

زيرا تانژانت :نادرست.(حاصل ضرب تانژانت وكتانژانت هر زاويه برابر يك است) ج
2

π=xتعريف نمي شود (.  

                  .بعضي از اعداد صحيح وجود دارد كه اگر از قدرمطلق آنها يك واحد كـم كنـيم، حاصـل منفـي مـي شـود       ) د

  .) اين خاصيت را داردx=0درست، عدد ( 

***  
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  نقيض گزاره هاي سوري

 ي جواب را از حالتي كلي به حالت جزئـي و بـر       ي سوري بايد طوري بيان شود كه، مجموعه       نقيض يك گزاره  

بعضي از آسيايي ها، ايرانـي      « مي شود،  ». ايراني است  هر آسيايي  «  نادرست ينقيض گزاره : مثلاً. عكس كند 

  .كه درست مي باشد» .نيستند

 را به يكديگر تبديل كنيم و به جاي ∃ و ∀ نماد هايتي سوري، كافي اسلذا براي نوشتن نقيض يك گزاره

 را به يكديگر تبديل نماييم و خاصـيت را          /∃ و   ∃ينكه نماد هاي  ا يا   .خاصيت داده شده، نقيض آن را بنويسيم      

  :مانند. بدون هيچگونه تغييري بنويسيم

)(~;)](;[~ xPxxPx ∃≡∀) 1  

)(;)(~;)](;[~ xPxxPxxPx ∃/≡∀≡∃ )2  

)(;)](;[~ xPxxPx ∃≡∃/) 3  

),(~;,)],(;,[~ yxPyxyxPyx ∃∃≡∀∀) 4  

),(~;,)],(;,[~ yxPyxyxPyx ∀∃≡∃∀) 5  

  .ا بنويسيدرزير  سوري ي هانقيض گزاره: مثال 

  .از فلزات جامد نيستندبعضي : ب                                           .هر لوزي مربع است : الف 

  : حل 

  .هستند جامد اتفلزي همه:                              ب .بعضي از لوزي ها ، مربع نيستند :الف 

  . را بنويسيدارزش گزاره هاي سوري زير را تعيين كرده و سپس نقيض آنها  :36تمرين

)(; 10 2 ≤∧<∈∃ yyRy) 02                        ب >∈∀ xRx   الف (;

  :حل 

   )x=0مثال نقض آن (  .گزاره نادرست است: الف

000 222 ≤∈∃≡>/∈∃≡>∈∀ xRxxRxxRx ;;];[~  
  . در آن صدق مي كندy=−1زيرا .  درست است:ب 

)(~;)](;[~ 1010 22 ≤∧<∈∀≡≤∧<∈∃ yyRyyyRy  

)(; 10 2 >∨≥∈∀≡ yyRy  
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  .سيدي زير را بنويگزاره نقيض : 37تمرين

  .ي دانشجويان بعضي از دانشگاه هاي تهران با هوشندهمه

  .بعضي از دانشجويان هر دانشگاهي در تهران با هوش نيستند: حل 

  : تمرين براي حل 

  .درستي يا نادرستي گزاره هاي سوري زير را با ذكر دليل مشخص كنيد  :38

  .هر عدد اول، فرد است : 1

2: 0132 2 =++∈∃ xxNx :  

3:  0132 2 =++∈∃ xxZx :  

  .هر عدد زوج ، غير اول است : 4

  .يك متغير كيفي استدر آمار، هر متغير ترتيبي  : 5

  . است ايي فضاي نمونه پيشامد زير مجموعهي در احتمال، هر مجموعه :6

  AP)(<1د دارد كه  وجوA ، پيشامدي مانند Sي در فضاي نمونه :7

  .طول هر پاره خط، عددي حقيقي است : 8

  . ارزش گزاره هاي زير را تعيين كنيد و سپس آنها را به زبان رياضي بنويسيد :39

  .هر عدد طبيعي زوج يا فرد است : 1

  .ي اعداد اول فردند همه :2

02: ي اعداد حسابي داريممجموعه در aبراي بعضي از مقادير : 3 <a  

521 وجود دارد به طوري كه xعدد صحيح مثبتي مانند : 4 >− x  

  . است2حاصل جمع هر عدد حقيقي ناصفر با معكوسش، بزرگ تر يا مساوي  : 5

xx:  داريم xبه ازاي بعضي از مقادير حقيقي : 6 =3  

}|{هرگاه : 40 50 ≤<∈= xZxAي متغير باشد، ارزش گزاره هاي سوري زير را تعيين كنيد دامنه.  

43 ≤+∈∃ xAx 104  ج (; =+∈∃ xAx   الف (;

61≥+∈∀ xAx 92  د (; ≤+∈∀ xAx   ب (;
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  .رزش گزاره هاي سوري زير را تعيين كرده و سپس نقيض آنها را بنويسيدا  :41

2
1

0 −≤−−∞∈∀
x

xx 1  ج (),(;
1

12
+=

−
−∈∀ x

x

x
Rx   الف (;

0
5

3 =−∈∃ y
Ry PNn  د (; n ∈+∈∀ )(;   ب (12

  .نقيض گزاره هاي زير را بنويسيد : 42

  .ندبعضي از كشور ها به آبهاي آزاد راه ندار) الف

  .ي محيطي داردهر مثلث يك دايره) ب

  .ارزش گزاره هاي سوري زير را تعيين كنيد  :43

  .هر مربع، لوزي است و هيچ عدد زوجي اول نيست) الف

);();() ب 00 22 >∈∀⇒<∈∃ xRxxZx   

);();() ج 2101 22 >+∈∀∨=+∈∃/ nNnxQx  

~);();() د 091 2 =−∈∃⇔>∈∃ nNnxRx  

~);(~);||() هـ 2132 yyZyxRx =∈∀⇔>+∈∃  

  .ي سوري زير را بنويسيد نقيض گزاره :44

);();( 0401 22 =−∈∃∧>+∈∀ nNnxRx   

  .ي سوري زير را بنويسيد نقيض گزاره :45

  . نيستندي كلاس هاي دبيرستان باهوشبعضي از دانش آموزان همه

***  
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   قوانين استنتاج

اي داده شده   هي از يك كسري گزاره    گيرنتيجه  به معني   عمل استنتاج   ستنتاج به مفهوم نتيجه گيري است و        ا

  .ر اين صورت مي نويسندد نتيجه شده باشد،qيگزارهnpو... و2pو1pازاگر .مي باشد

q

p

p

p

n
∴

.

.

.
2

1

  

  يا

qppp n a∧∧∧ ...21  

qpppي شرطييعني گزاره n ⇒∧∧∧ )...(  را npو...  و2p و1p گزاره هاي. درست مي باشد21

  .ره آنها را درست در نظر مي گيريمامقدمات استنتاج مي گوييم و همو

  .اشاره مي كنيمقوانين استنتاج در اينجا به چند مورد از 

ي شرطي درست و مقدم آن نيز درست باشد، نتيجه مي گيريم تالي آن نيز اره اگر يك گز: قانون انتزاع )1

  به عبارت ديگر . درست است

q

p

qp

∴

⇒

  

  يا 

qqqp a∧⇒ )(  

 اگر يك گزاره شرطي درست و نقيض تالي آن نيز درست باشد، نتيجه مي گيريم :قانون نقيض انتزاع ) 2

  به عبارت ديگر  .ستنقيض مقدم نيز درست ا

q

p

pq

∴

⇒~~

  

                    يا

qqpq a∧⇒ )~(~  

عه
طال

 م
ي
را
ب
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 اگر تركيب فصلي دو گزاره درست و نقيض يكي از مولفه هاي آن نيز درست باشد،                 :قانون رفع مولفه    ) 3

  به عبارت ديگر. ي ديگر آن نيز درست است مولفهنتيجه مي گيريم

q

p

qp

∴

∨~

  

  يا 

qqqp a∧∨ )(~  

qp گزاره هاي شرطياگر :قانون قياس ) 4 rpي شرطي درست باشند، گزاره⇒rqو ⇒  نيـز  ⇒

  به عبارت ديگر. درست است

rp

rq

qp

⇒∴
⇒

⇒

  

  يا 

)()()( rprqqp ⇒⇒∧⇒ a  

.  از هر گزاره اي مي توان از تركيب فصلي آن را با گزاره هاي ديگر نتيجه بگيريم:دخال فاصل قانون ا) 5

  به عبارت ديگر. 

qp

p

∨∴
  

  يا 

qpp ∨a  

  .ي دلخواه نيز درست است درست باشد، تركيب فصلي آن با هر گزارهpزيرا اگر

بـه  .  از تركيب عطفي دو يا چند گزاره مي توانيم هر يك از آنها را نتيجه بگيـريم      :حذف عاطف   قانون  ) 6

  عبارت ديگر

p

qp

∴
∧

  

  يا 

pqp a)( ∧  

qpزيرا اگر    .ي آن درست است درست باشد، هر دو مولفه∧
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ره اگزاره هاي مركب زير مربوط به قوانين فوق همـو          كه   ادنشان د مي توان   با تشكيل جدول ارزشي،      :توجه  

  . بررسي درستي آنها به فراگيران محترم واگذار مي شود.درست هستند

qqqp ⇒∧⇒   الف ())((

qqpq ⇒∧⇒   ب (~))~((

qqqp ⇒∧∨   ج (~))((

)())()(( rprqqp    د (⇒∧⇒⇒⇒

pqp ⇒∧   هـ ()(

)( qpp   و( ⇒∨

***  

  .نتيجه گيري زير طبق قانون انتزاع درست است: مثال 

  .هر عدد مركب ، عدد اول نيست

x عددي مركب است.  

  . عدد اول نيستx: نتيجه 

  .نتيجه گيري زير طبق قانون نقيض انتزاع درست است: مثال 

  .فرهاد موفق نيست، آنگاه فرهاد حسود نيستاگر 

  .فرهاد حسود است

  .فرهاد موفق است:  نتيجه

  .درستي يا نادرستي هر يك از استنتاج هاي زير را مشخص كنيد  :44تمرين

  .اگر فردا جمعه باشد، آنگاه مدرسه تعطيل خواهد بود) الف

  .فردا مدرسه تعطيل است

  .فردا جمعه است: نتيجه 

  .كه دو مقسوم عليه طبيعي داشته باشد، عددي اول است  بزرگتر از يكطبيعيهر عدد )  ب

  . دو مقسوم عليه طبيعي داردx و بزرگتر از يكعدد طبيعي

  . عددي اول استx:نتيجه 
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  . استنتاج هاي زير را كامل كنيد :45تمرين

  .گاه مدارس تعطيل خواهند بوداگر هوا آلوده باشد، آن) الف

  .چهارشنبه هوا آلوده است

  .......................................: نتيجه 

  .ازدهم بايد كنكور بدهندوي د دانش آموزان پايه) ب 

  .زدهم استاي دوعلي پايه

   .......................................:نتيجه 

  . نيستيك 2 آن در تقسيم بر يگاه باقي مانده فرد نباشد، آن طبيعيعدديك اگر ) ج 

  .برابر يك است 2 بر xصحيحقي مانده تقسيم عدد اب

  : .......................................نتيجه 

***  

  كيست؟ل قات كهد اد شخيصن تا تويم ركمك متن زيبه ر شما نظ  به:تفكر ه اگستاي

  .گزاره ها درست هستندتمامي 

  .است ل قاتزرويپ ، آنگاهتسيناتل حسين قگر ا

  .بوده استانه قاتل نيست يا مقتول ديوحسين 

  .خانه واقع نشده است هماني است، آنگاه قتل در مهدمقتول ديوانه بواگر 

  .واقع شده استخانه  ميهماندر قتل 

  بگوييد قاتل كيست؟حالا 

***  

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي    جابر عامري: تهيه كننده 

    www.mathtower.ir :سايت 

  amerimath@ : تلگرام كانال
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    نظريه ي مجموعه هاآشنايي با   :موددرس  

آشـنا مـي   نظريـه  با مفاهيم مربوط به ايـن  ي مجموعه ها در علم رياضي، در اين درس      نظر به اهميت نظريه   

  .شويم

  مفهوم مجموعهيادآوري 

  . مجموعه، دسته اي از اشياي كاملاً معين مي باشد

  .يك از موارد زير يك مجموعه مشخص مي كند  هر:مثال

 3اعداد طبيعي يك رقمي مضرب : 1

 رنگهاي پرچم ايران : 2

 12و18مقسوم عليه هاي مشترك دو عدد  : 3

 حروف الفباي صدا دار انگليسي : 4

5 : لاعداد او 

  . استنامتناهيي آخر بر خلاف ديگر مجموعه ها كه مجموعه

ي تعريـف نـشده و      اژهزيـرا شـامل يـك و      .  يك مجموعه مـشخص نمـي كننـد        ،هر يك از موارد زير    : توجه

  .نامشخص مي باشند و لذا نمي توان اشياء را كاملاً شناخت و يا متمايز نمود

 دانش آموزان زرنگ كلاس : 1

 دبيران خوش فكر آموزشگاه : 2

 ي آموزشگاهدانش آموزان باسليقه : 3

ي يل دهنـده  هـر يـك از اشـياء تـشك        . يك مجموعه را با يك حرف بزرگ الفباي لاتين نامگذاري مي كننـد            

ي  عضو مجموعه  a باشد، مي گوييم   A ي در مجموعه  aاگر شيء . آن مجموعه مي نامند    مجموعه را عضو  

A      است و مي نويسيم Aa  Aي   عضو مجموعـه   aمي گوييم   نباشد، Aي در مجموعه  a و اگر شيء   ∋

Aaنيست و مي نويسيم  ∉.  

   .  روش هاي زير ، متداول ترين اين روش ها است.هر مجموعه به روش هاي مختلفي نمايش داده مي شود
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  )از طريق نام بردن اعضاء(ش تفصيلي يا گسترده نماي: 1

 )از طريق بيان خاصيتي براي اعضاء(نمايش توصيفي  : 2

  )از طريق رسم شكل هندسي بسته(نمايش هندسي يا نمودار ونِ  : 3

 نمـايش   علائم رياضـي  مي گوييم كه مجموعه را با        اگر در نمايش توصيفي از علائم رياضي استفاده شود،        

  : باشد،در اين صورت مي نويسندSي خاصيتي براي اعضاء مجموعهxP)( اين نمايش اگردر .داده ايم

)}(|{ xPxS =  

  . را به صورت هاي فوق نمايش دهيد10فرد كمتر از  ي اعداد طبيعي و مجموعه: 1تمرين

  :حل

 نمايش تفصيلي : 1

}{1,3,5,7,9=S 

 نمايش توصيفي : 2

},,,|{ 1210 −=<∈∈= kxxZkNxxS  

  نمايش هندسي : 3

  

  

  .ي اعداد اول يك رقمي را با علائم رياضي بنويسيدمجموعه : 2تمرين

  :در اين صورت. ي اعداد اول باشده مجموعP اگر:حل 

},|{},,,{ 107532 <∈== xPxxS  

  : براي حل تمرين

  . قابل را با عضوهايش نمايش دهيدي م مجموعه :3

},|{ 3212 ≤<−∈−= xZxxA  

}{يمجموعه  :4 2,323 +−=Sرا با علائم رياضي نمايش دهيد.  

},,,,,{...                        .را با علائم رياضي نمايش دهيدي مقابل  مجموعه :5 278101−=A  

5        7       1  
    9         3 

S 
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  .ها مشخص كنيد مجموعه هاي زير را با نوشتن اعضاي آن :6

}|||{ 2≤∈= xZxA) الف  

}|{ mmZmB =∈=   ب (3

}|{ 012 =−∈= kRkC) ج  

}Sاي پرتاب يك تاسفضاي نمونه|{ SaD   د (=∋

*** 

  ي تهيمجموعه

  13عداد طبيعي يك رقمي مضرب ي امانند مجموعه .آنرا تهي مي نامند اگر مجموعه اي داراي عضو نباشد،

  . نمايش مي دهند{} يا Φي تهي را با نمادمجموعه

   كدام يك از مجموعه هاي زير تهي است؟ :7تمرين

}|{ xxNxD 72 }|,{  ت (=∋= 4292 ==∈= xxZxA) الف  

}|{ 093 =−∈= rrZrE) ث  }|{ 88 =+∈= tZtB) ب  

  }|{ xxZxC   پ (=∋≠

***  

  ي يك مجموعهزير مجموعه

  يعني . باشدBي در مجموعهAگويند، هرگاه هر عضوBيرا زير مجموعه Aيمجموعه

BABxAx ⊆⇔∈→∈∀ )(  

  

  

  

}{يمجموعه ي، زير مجموعهA=2,3,5}{يمثلاً مجموعه ,91,2,3,....=Bمي باشد .  

 Bيزيـر مجموعـه    A مي گويند   نباشد، Bي باشد كه در مجموعه    Aياگر عضوي در مجموعه   همچنين  

BA مي نويسند نيست و ⊆/.  

B  

A  
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  Bي زير مجموعه Aي  مجموعهمقابلمثلاً در نمودار 

  .نمي باشد

***  

  .در ادامه چند قضيه در مورد زير مجموعه ها ذكر و اثبات مي كنيم

SS.(ستي خودش ا هر مجموعه زير مجموعه)قضيه ⊆(   

SSفرض كنيم كه  ) به روش برهان خلف   : ( اثبات عضوي وجود دارد Sي يعني اينكه در مجموعه   .نباشد⊇

  .پس حكم درست است نه خلاف آن .نباشد و اين تناقض است Sيكه در خود مجموعه

***  

   )S⊆Φ.(ي تمام مجموعه ها است ي تهي زير مجموعه مجموعه)قضيه

عـضوي وجـود   Φييعني اينكه در مجموعـه  .نباشد S⊆Φفرض كنيم كه  ) به روش برهان خلف   : ( اثبات

پـس حكـم     .ي تهي فاقد عـضو اسـت      اين تناقض است چون مجموعه     .نباشد Sيدارد كه در خود مجموعه    

  .درست است نه خلاف آن

***  

CB اگر)قضيه BA و⊇ CA آنگاه⊇   . است⊇

   :اثبات

CACxAx
CxBxCB

BxAxBA
⊆⇒∈→∈∀⇒

∈→∈∀⇒⊆
∈→∈∀⇒⊆

)(
)(

)(
  

***  

  . استn2 عضوي برابرnي تعداد كل زير مجموعه هاي هر مجموعه)قضيه

پس بنا . دارد ) يا عضو زير مجموعه هست يا نيست ( دو حالت Sيبديهي است كه هر عضو مجموعه: اثبات

  .مي شود) زير مجموعه ها(،تعداد كل حالت ها )ضرب(به اصل شمارش

  
 مرتبه

n

n

22...22 =××× 43421 

1 
2 

3 

4 
6 

5 

A B 
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  . داراي يك زير مجموعه استي تهي تنها مجموعه:نتيجه

1220 0 ==⇒= nn  

***  

عضو از   r عضوي، با تعداد انتخاب هاي     nيعضوي يك مجموعه   rتعداد زير مجموعه هاي   چون  : توجه  

nعضو )nr تعداد اين انتخاب ها برابر     .است) ≥








r

n
عـضوي از    rتعداد زير مجموعه هاي   لذا  .  مي باشد  

عضوي برابرnييك مجموعه
)!(!

!

rnr

n

r

n

−
=







  . است

***  

},,{ي  مجموعه: 8تمرين zyxS را  Sيي مجموعهتعداد كل زيرمجموعه هاابتدا . را در نظر بگيريد =

  .را بنويسيد تمام زيرمجموعه هاتعيين كنيد و سپس 

***  

}|{ي  تمام زيرمجموعه هاي مجموعه: 9 تمرين 542 =−= xxxAرا بنويسيد .  

***  

},,,,{ي مجموعه: 10تمرين 764βα=Bداده شده است.  

  تعيين كنيد كه اين مجموعه ، چند زير مجموعه دارد؟) الف

      . را بنويسيدBيمجموعهتعداد زير مجموعه هاي سه عضوي ) ب

  . عضوي اين مجموعه را مشخص كنيدسهتمام زيرمجموعه هاي ) ب

***  

},,},{}{{ي مجموعه: 11تمرين  babaل عضوي شام داراي چند زير مجموعهa مي باشد؟   

},},{}{{ي از مجموعهaتعداد زير مجموعه هاي بدون عضو: حل  babرا تعيين مي كنيم .  

823    تعداد مورد نظر=
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},,,,,{ي تعداد زير مجموعه هاي سه عضوي از مجموعه :12تمرين  fedcbaشامل عضو a  را

   .تعيين كنيد

},,,,{يكافي است، تعداد زير مجموعه هاي دو عضوي مجموعه: حل  fedcbرا به دست آوريم .  

10
2

45

2

5
=×=








  

},,,,{ي به هركدام از زيـر مجموعـه هـاي دوعـضوي مجموعـه             :توجه   fedcb    اگـر عـضو a    را اضـافه 

},,,,,{يكنيم،يك زير مجموعه از زير مجموعه هاي سه عضوي مجموعه          fedcba شامل a    به دسـت 

  .مي آيد

 واحـد  48تعداد زيرمجموعه هـاي آن  .  اضافه كنيمAياگر دو عضو به تعداد اعضاي مجموعه      :13تمرين

  . را به دست آوريدA يتعداد اعضاي مجموعه. افزايش مي يابد

  :حل 

   عضويn+2يمجموعه هاي مجموعهر تعداد زي- عضوي nيجموعه هاي مجموعهرمتعداد زي=48

482224822 22 =−×→=−+ nnnn  

416248324814248242 =→=→=×→=−×→=−×→ nnnnnn )(  

مجموعه بيشتر از تعداد زيـر مجموعـه         224عضوي kي تعداد زير مجموعه هاي يك مجموعه      : 14تمرين

  . را بيابيدkمقدار  عضوي است،k−3يهاي مجموعه

  :حل

   عضويk تعداد زير مجموعه هاي- عضويk−3ي تعداد زير مجموعه هاي مجموعه=224

22422222422 3333 =−×→=−→ −−− kkkk  

85322

322
7

224
2224182

53

333

=→=−→=→

=→=→=−→

−

−−−

kkk

kkk )(
  

  .ويسيد بنAوB وCيي براي هر يك از موارد زير براي سه مجموعهيمثال ها: 15تمرين

CA∈ وCB∈  وBA∈)  الف  
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CA∉و CB∈  وBA∈)  ب  

BA   ج  (∋BA و ⊇

  تساوي دو مجموعه

يعني اعضاء هر دو  .گويند، هرگاه در هيچ كدام عضوي نباشد كه در ديگري يافت نشوددو مجموعه را مساوي 

  ي زيرمانند دو مجموعه. يكسان باشد

BA
B

A
=→





=
=

}{

}{

2 1,1,3,2,2,

1,2,3
  

  .توجه كنيد كه در يك مجموعه تغيير ترتيب عضوها و همچنين تكرار آنها مجموعه را تغيير نمي دهد

  . را بيابيدa وbمقدار  مجموعه هاي زير مساويند،: 16تمرين

 }},,{},{{  1323=Bو        }},{},{{ baaA 1,=  

ABاگر: نتيجه  BA و⊇ BA آنگاه ⊇   . است=

  :اثبات





∈→∈∀⇒⊆
∈→∈∀⇒⊆

)(

)(

AxBxAB

BxAxBA
  

BA يكسان است يعني A وBيم عضو هاي دو مجموعهلذا تما =.  

},,{اگر : 17تمرين 422 yxA },,{ و =+ yxB −= BAو54  را  y و xدر اين صورت مقادير    =

  .بيابيد

***  

  زير مجموعه هاي محض

) اكيد يـا سـره  (ي محض  را زير مجموعه،هر زير مجموعه از يك مجموعه كه با خود آن مجموعه برابر نباشد 

زيـرا  ،  اسـت B=1,2,3}{ي مجموعـه  محـض ي   يك زير مجموعه   A=1,3}{يمجموعه: مثلاً .مي نامند 

BA ≠  

  :نتيجه
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12 عضوي دارايnيهر زير مجموعه. 1 −nي سره است زير مجموعه.  

  .ي سره نداردي تهي زير مجموعهمجموعه. 2

 بيـشتر از    زيـر مجموعـه    23 عضوي به تعـداد      kي تعداد زير مجموعه هاي اكيد يك مجموعه       : 18تمرين

  . را بيابيدkمقدار . عضوي استk−2ي تعداد كل زير مجموعه هاي مجموعه

  : حل

53222

822432241)(42

24242242223212

32

222

2222

=→=−→=→

=→=×→=−×→

=−×→=−→=−−

−

−−−

−−−−

kkk

kkk

kkkkkk )(

  

***  

   :تمرين براي حل 

تعداد زير مجموعه هاي  برابر 4 واحد از 36 عضوي k+1ياگر تعداد زير مجموعه هاي يك مجموعه  :19

  . را بيابيدkمقدار.  عضوي بيشتر باشدk−2ياكيد يك مجموعه

  .تعداد عضو هاي آن مجموعه را تعيين كنيد.  عضوي است3ي  زير مجموعه35 مجموعه اي داراي  :20

.  واحـد كـم مـي شـود    384مجموعه هـاي آن   تعداد زير.  را حذف كنيم   Aي   اگر دو عضو از مجموعه      :21

   چند زير مجموعه دارد؟Aي مجموعه

***  

  ي تواني مجموعه

به عبارت   .ي تواني آن مجموعه مي نامند     ي شامل تمام زير مجموعه هاي يك مجموعه را مجموعه         مجموعه

ي تـواني آن مـي      را مجموعـه   Xي زير مجموعه هاي   ي كليه يك مجموعه باشد، مجموعه   X اگر ،ساده تر 

  .نمايش مي دهندXP)(نامند و آن را با

  . را بنويسيدAي تواني مجموعه A=1,2,3}{ اگر : 22تمرين

  :حل

}},,{},,{},,{},,{,},{},{},{,{)( 321323121321Φ=AP  

  .عضو است n2 دارايXP)( عضوي باشد، در اين صورتnي يك مجموعهX اگر:نتيجه
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},}{{يي تواني مجموعه مجموعه :23تمرين ϕϕ=Aرا بنويسيد .  

aA}{ اگر  :24تمرين ))((يمجموعه.  باشد= APPچند عضو دارد؟   

  افراز يك مجموعه

  1Aو2Aو ...  وnAي زير مجموعه nبه Aيگوييم كه مجموعه ي غير تهي باشد،يك مجموعه Aاگر

  :افراز شده است، هرگاه

  .  تهي نباشد هاهيچ يك از زير مجموعه) الف

∀≥≥→≠Φ       يعني iAnii 1  
   يعني. ي متمايز تهي باشداشتراك هر دو زير مجموعه) ب

  Φ= →≤≤≤≤∀ ≠
ji

ji AAnjniji I11 ,,  

   يعني. ي اصلي برابر باشداجتماع تمام زير مجموعه ها با مجموعه) ج

UUUU
n
i in AAAAA
1= ==...21  

  . زير مجموعه افراز كرده است4 را به Aياين شكل مجموعه . توجه كنيدمقابلبه شكل 
  

  

  

  

}{اگر : مثال , 651,2,3,4,=Aي  آنگاه مجموعه هاي زير يك افراز از مجموعهAاست.  

}{},{},{ 5, 64, 31,2 === 321 AAA  

  

  

  

  .ي غير تهي، افراز خودش است بنابرانتفاي مقدم هر مجموعه:توجه 

},,{ي تمام افراز هاي ممكن براي مجموعه: 25تمرين cbaB   .را بنويسيد=

A 

1A 

2A 

3A 

4A 

1 2 

3 
5 

6 
4 

A 
1A 

3A 
2A 
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  . است متفاوت افراز5اين مجموعه داراي : حل

},{},{ cab) 3                    },{},{ cba) 2                    }{},{},{ cba) 1  

},,{ cba) 5                        },{},{ bac) 4  
},,,,,,{،فرض كنيد   :26تمرين gfedcbaX  X،كدام يك از حالت هاي زير يـك افـراز بـراي           =

   .وب مي شودمحس

},{ )الف gd و}{bو  },,{ eca                       ب( },,{ febو },{ dc و },,{ gea  

},{ )پ fdو  }{c و },,,{ geba                 ت (},,,,,,{ gfedcba  

},{ وe}{ )ث gf و}{dو },{ cbو }{a  

***  

  ي مرجعمجموعه

 ،اي در نظــر گرفــت كــه بحثــي مــي تــوان مجموعــههـر  در 

 را ، اين مجموعـه شدباي آن   هاي ديگر زير مجموعه    مجموعه

 Uيـا  Mمـي نامنـد و آن را بـا        ) جهاني(ي مرجع   مجموعه

  .نمايش مي دهند

  . 1ي مرجع، بزرگترين مجموعه اي است كه در مورد عضو هاي آن صحبت به ميان مي آيددر واقع مجموعه

  .د زير را ثابت كنيدريك از موا هر : 27تمرين

SUاگر) ب                                           .Φ=S آنگاه Φ⊆Sاگر) الف US آنگاه⊇ =.   

  :                 حل

→=Φ) الف




⊆Φ
Φ⊆

S
S

S
US)           ب                               

US

SU
=→





⊆
⊆

  

***  

  

  

                                                 
 .اين مجموعه را نيز عالم سخن گويند.  1

U 

S 

US ⊆ 
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  ي متمممجموعه

زيـر مجموعـه اي از آن باشـد، در       Sي مرجع و  مجموعه Uاگر

 Sياين صورت اعضايي كه در مرجـع باشـند ولـي درمجموعـه            

  . مي نامندSعه اي تشكيل مي دهند كه آنرا متمممجمو نباشند،

Sرا با    Sمتمم يك مجموعه مانند     نمـايش مـي     S يا   cSيا′

  .دهند

}|||{اگر :28تمرين 3≤∈= xZxUي مرجع  مجموعه

}|{ يمتمم مجموعه باشد، 03 =−= xxxAرا بنويسيد .  

   : نتيجه

  )Φ=′U. (ي تهي استمجموعه ي مرجع،متمم مجموعه : 1

  )′U=Φ. (ي مرجع استمجموعه ي تهي ،متمم مجموعه : 2

SS. (رابر همان مجموعه است ب ، ثابت كنيد كه متمم متمم هر مجموعه: 29تمرين =′′)((   

  :حل
SSxUxxSxUxxS =∈∧∈=′∉∧∈=′′ }|{}|{)(  

***  
  مجموعه هاي مجزا

هرگـاه هـيچ عـضو       گوينـد، ) مجزا(ي غير تهي را جدا از هم        دو مجموعه 

ي اعداد طبيعي يك رقمي فرد براي مثال مجموعه .مشتركي نداشته باشند

  .وج جدا از هم هستندي اعداد طبيعي يك رقمي زو مجموعه

  .متمم آن جدا از هم هستند  هر مجموعه و:نتيجه 

آنهـا را  ) داراي عضو يا اعضاي مـشترك  ( اگر دو مجموعه جدا از هم نباشند    

  .ل يك رقمي مجزا نيستنداعداد او براي مثال اعداد طبيعي يك رقمي زوج و . مي گويند2متقاطع

                                                 
  .مگر اينكه خلاف آن مشخص شده باشد. در رسم نمودار ون براي دو مجموعه ، آنها را متقاطع رسم مي كنيم .  2

U 

S 

US

US

⊆′
⊆

 

S ′ 

}|{ SxUxxS ∉∧∈=′ 

A B 

A B 
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  اعمال روي مجموعه ها 

  )داتحا(اجتماع ) الف

 يـا هـر دو      B يا عـضو   Aي عضو هايي است كه يا عضو       مجموعه BAU دو مجموعه باشند،   A و Bاگر

  .باشند

  

  

  )مقطع(اشتراك ) ب

  .باشندB وهم عضوAي عضو هايي است كه هم عضو مجموعهBAI دو مجموعه باشند،A وBاگر

  

  

  تفاضل) ج

BA دو مجموعه باشند،A وBاگر   . نباشندB باشند ولي درA عضو هايي است كه دري مجموعه−

  

  

  

}|{ اگر: 30تمرين 5<∈= xNxAو }|{ 52 ≤<∈= xNxBمجموعه هاي زير را بنويسيد .  

AB −) 4          BA −) 3          BAI) 2            BAU) 1  
  : نتيجه

 .ي دلخواه ديگر است ي اجتماعش با مجموعههر مجموعه زير مجموعه .1

)( BAB U⊆ و )( BAA U⊆ 

 .ي هر يك از آنها استاشتراك دو مجموعه زير مجموعه .2

BBA ⊆)( I و ABA ⊆)( I  

 .ي اجتماع آنها استاشتراك دو مجموعه زير مجموعه .3

)()( BABA UI ⊆  

}|{ BxAxxBA ∉∧∈=− 

A B 

}|{ BxAxxBA ∈∨∈=U 

A B 

}|{ BxAxxBA ∈∧∈=I 

A B 
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BAB     .لي استي اوتفاضل دو مجموعه زير مجموعه .4 ⊆− ABAو)( ⊆− )( 

 .يستاجتماع و اشتراك دو مجموعه خاصيت جابجايي دارند ولي تفاضل آنها جابجايي ن .5

ABBA ABBA و−≠− II ABBA  و = UU = 

 Φ=BAI         .تهي استAوBي جدا از هم اشتراك هر دو مجموعه .6

BAدو مجموعه ي .7 AB و− −−=Φ    يعني . جدا از هم هستند− )()( ABBA I 

*** 

  اثبات به روش عضو گيري دلخواه

BAپيشتر ديديد كه براي     را در نظر مي گرفتيم و سپس نشان مي داديم كه اين A ، عضوي دلخواه از   ⊇

BAسپس نتيجه مي گرفتيم كه .  واقع استBيعضو در مجموعه ⊆.  

  . اين روش اثبات كه در بسياري از موارد ، كاربرد دارد را روش عضوگيري دلخواه مي نامند

BAاشند و ب Uي مرجع دو مجموعه از مجموعهA و Bاگر : 31تمرين ABثابت كنيد كه⊇ ′⊆′  

  : حل

AB

AxAxBxBx BA

′⊆′∴
′∈→∉ →∉→′∈ ⊆

  

***  

BAA باشند، ثابت كنيد كه Uي مرجع دو مجموعه از مجموعهA و Bاگر : 32تمرين U⊆   

  : حل

BAABAxAx

BAxBxAxAx

UU

U

⊆⇒∈→∈⇒

∈→∈∨∈→∈
)(

  

***  

BA اگر )قضيه BBAآنگاه ⊇ =Uبرعكس  و  

   BBA =U :               حكمBA   فرض     : ⊇

  : اثبات 

B 

A 
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B 

A 

BBABxBxBxBxAxBAx BA ⊆⇒∈→∈∨∈ →∈∨∈→∈ ⊆
UU )()(

  

BABاز طرفي مي دانيم كه  U⊆ لذا  :BBA =U  

.........  
     BA BBAحكم                          : ⊇ =U : فرض  

BABAA:                                        اثبات  BBA ⊆ →⊆ =U
U  

BA اگر)قضيه ABAآنگاه ⊇ =Iبرعكس  و  

ABA =I :          حكمBA   فرض : ⊇

  : اثبات 

BAABAxBxAxAxAxAx BA
II ⊆⇒∈→∈∧∈ →∈∧∈→∈ ⊆ )()(

   

ABAاز طرفي مي دانيم كه  ⊆I لذا  :ABA =I  

........  

BA ABAحكم             : ⊇ =I : فرض  

BABBA:                                        اثبات  ABA ⊆ →⊆ =I
I  

***  

  .باشد،در اين صورت احكام زير همواره برقرار هستندUي مرجعيك مجموعه از مجموعهSاگر : نتيجه

  Φ=− SS.10    Φ=′SS I.7    UUS =U.4  SSS =U. 1  

   SS =Φ−.11    SUS =I.8     SSS =I.5  SS =ΦU. 2  

   SSS =′−.12    SSU ′=−.9    Φ=ΦIS.6    USS =′U.3  
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  . دو مجموعه باشند، در اين صورت احكام زير همواره برقرار هستندA  وBاگر : نتيجه

BABAA III =)(.4  BABAA UUU =)(.1  

ABAA =− )(U.5  ABAA =)( UI.2  

BABAA −=− )(I.6  ABAA =)( IU.3  

  

BABAباشند،آنگاه Uي مرجع دو مجموعه از مجموعهAوB اگر)قضيه ′=− I )قانون تبديل(  

  ) روش عضوگيريبه: ( اثبات

BABA

BAxBxAxBxAxBAx

′⊆−⇒

′∈→′∈∧∈→∉∧∈→−∈
I

I)()(
  

BABA

BAxBxAxBxAxBAx

−⊆′⇒

−∈→∉∧∈→′∈∧∈→′∈
I

I )()(
  

BABA ′=−∴ I  

***  

    سه مجموعه باشند،آنگاهA وB وC اگر)قضيه

CBACBAخاصيت شركت پذيري اجتماع                                   UUUU )()(   الف (=

CBACBAخاصيت شركت پذيري اشتراك                                   IIII )()(   ب (=

)()()(خاصيت توزيع پذيري اجتماع نسبت به اشتراك       CABACBA UIUIU   ج (=

)()()(خاصيت توزيع پذيري اشتراك نسبت به اجتماع       CABACBA IUIUI   د (=

  )به روش عضوگيري(  :اثبات

  :الف

CBACxBAxx

CxBxAxx

CxBxAxx

CBxAxxCBA

UUU

UUU

)(})(|{

})(|{

)}(|{

)}(|{)(

=∈∨∈=
∈∨∈∨∈=
∈∨∈∨∈=

∈∨∈=
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  : ......................................................................ب

CBACxBAxx

CxBxAxx

CxBxAxx

CBxAxxCBA

III

III

)(})(|{

})(|{

)}(|{

)}(|{)(

=∈∧∈=
∈∧∈∧∈=
∈∧∈∧∈=

∈∧∈=

  

  : .............................................................ج 

)()()}()(|{

)}()(|{

)}(|{

)}(|{)(

CABACAxBAxx

CxAxBxAxx

CxBxAxx

CBxAxxCBA

UIUUU

IIU

=∈∧∈=
∈∨∈∧∈∨∈=

∈∧∈∨∈=
∈∨∈=

  

  .................. .................. .................. :د 

)()()}()(|{

)}()(|{

)}(|{

)}(|{)(

CABACAxBAxx

CxAxBxAxx

CxBxAxx

CBxAxxCBA

IUIII

UUI

=∈∨∈=
∈∧∈∨∈∧∈=

∈∨∈∧∈=
∈∧∈=

  

***  
   داريم  A و Bي براي هر دو مجموعه: نكته

BxAxBAx ∉∨∉↔∉ )( I. 2            BxAxBAx ∉∧∉↔∉ )( U. 1  
***  

  باشند،آنگاه  Uي مرجع دو مجموعه از مجموعهA و B اگر) قضيه

BABA ′′=′ UI )(. 2                                     BABA ′′=′ IU )(.  1  

  . موسومندقوانين دمورگانتساوي هاي فوق به 

  )به روش عضوگيري(  :اثبات 

1:  

BABA

BAxBxAxBxAxBAxBAx

′′⊆′⇒

′′∈→′∈∧′∈→∉∧∉→∉→′∈
IU

IUU

)(

)()(
  

)(

)()(

′⊆′′⇒

′∈→∉→∉∧∉→′∈∧′∈→′′∈
BABA

BAxBAxBxAxBxAxBAx

UI

UUI
  

BABA ′′=′∴ IU )(  
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2:   

BABA

BAxBxAxBxAxBAxBAx

′′⊆′⇒

′′∈→′∈∨′∈→∉∨∉→∉→′∈
UI

UII

)(

)()(
  

)(

)()(

′⊆′′⇒

′∈→∉→∉∧∉→′∈∨′∈→′′∈
BABA

BAxBAxBxAxBxAxBAx

IU

IIU
  

BABA ′′=′∴ UI )(  

***  

ثابــت كنيــد كــه .  باشــندUي مرجــعمجموعــه از مجموعــهچهــار  AوB وCوDاگــر : 33تمــرين

BAاگر DC و ⊇ DBCA  آنگاه⊇ UU ⊆   

  : حل

DBxDxBxCxAxCAx DCBA
UU ∈→∈∨∈ →∈∨∈→∈ ⊆⊆ ,  

DBCADBxCAx UUUU ⊆⇒∈→∈⇒ )(  

CAثابت كنيـد كـه اگـر      .  باشند Uي مرجع مجموعه از مجموعه  سه   AوB و Cاگر  :34تمرين  و ⊇

CB CBA  آنگاه⊇ ⊆U   

  :ان نوشتبا توجه به تمرين قبل مي تو: حل 

CBACCBA
CB

CA
⊆→⊆→





⊆
⊆

UUU  

BAباشند و Uي مرجع دو مجموعه از مجموعهA وBاگر  :35تمرين    ثابت كنيد كه⊇

Φ=− BA  

  : حل

Φ=∉∧∈∈=∉∧∈∈=− }|{}|{ BxBxUxBxAxUxBA  

***  
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 :ي حل تمرين برا

ABAثابت كنيد،  A وB دلخواهبراي مجموعه هاي   :36 ⊆−  

  ثابت كنيد،. باشندΦ=BAIي دلخواه ومجموعهدو  AوBاگر  :37

BAB ABAب                   (−=   الف  (−=

BAودلخواه مجموعه سه  AوB وCاگر  :38   ،ثابت كنيد .باشند⊇

CBCA II CBCA                 ب  (⊇ UI    الف (⊇

BAودلخواه مجموعه چهار  AوB وCوDاگر  :39 DC و ⊇   ،ثابت كنيد.  باشند⊇

DBCA UI DBCAب                    (⊇ II   الف  (⊇

AB اگر : 40 AB و ⊇   Φ=B ثابت كنيد كه ⊇′

BABAاگر  :41 IU BAثابت كنيد كه . = =  

}|{اگر  :42 nxnZxAn )(مطلوب است  =∋−≥≥ 312 AAA I−  

}|{ اگر  :43 n
n xNxA IU آنگاه=∋<2

4

1

4

1 ==
−

n
n

n
n AAرا تعيين كنيد.  

***  
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  اثبات به كمك نمودار ون

استفاده از نمـودار   . است 3 يك مجموعه استفاده از نمودار ون      نمايشيكي از روش هاي     همانطور كه مي دانيد     

  .يت زياد است ، داراي اهم هاروي مجموعهون براي درك و فهم اعمال 

  .ي داده شده را هاشور بزنيددر هر مورد مجموعه  :44تمرين

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

  

                                                 
  . ولي حالت شهودي دارد،اين روش گاهي نارسايي دارد.  3

)()( ABBA −− U 

A B 

U 
)1( 

CBA IU )( 

A B 

U 
)2( 

C 

)( CBA I− 

A B 

U 
)3( 

C 

CBA −)( U 

A B 

U 
)4( 

C 

CBA ′IU )( 

A B 

U 
)5( 

C 
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براي اين كـار كـافي اسـت،    . براي بيان درستي تساوي هاي مجموعه اي مي توان از نمودار ون استفاده نمود      

ت هاشـور خـورده     اي رسم نمود، سپس نشان داد كـه قـسم          اگانهدبراي هر يك از دو طرف تساوي نمودار ج        

   .كاملاً يكسان هستند

  .به كمك نمودار ون تساوي زير را ثابت كنيد Uي مرجع از مجموعهAوBيبراي دو مجموعه :مثال 

BABA ′=− I  

  :حل 

  

  

  

  

  

  

  

  : براي حل تمرين

  .ورگان را با استفاده از نمودار ون ثابت كنيد قوانين دم: 45

  . ون تساوي زير را ثابت كنيدر به كمك نمودا : 46

ABBA −=′−′  

  .هاشور بزنيد در هر مورد با توجه به توصيف داده شده، بخشي را CوB وAيبراي سه مجموعه  :47

  . باشندAاعضايي كه فقط در : الف 

  .اعضايي كه فقط در يك مجموعه باشند: ب 

  . نباشندC باشند، ولي درB ياAاعضايي كه در: ج 

  . نباشندC باشند، ولي درBيا Aاعضايي كه در: د 

  .نمودار هر مورد را با توجه به مجموعه ها جداگانه سم كنيد

U U 

A B 

BA − 

A B 

B′ 

B′  

BA ′I  

BABA ′=−⇒ I 

 

 

A B U 

C 
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  .ي مناسب بنويسيدمتناظر با قسمت هاشور خورده در شكل مقابل مجموعه  :48

  

  

  

  

  

***  

  اهواز و باويدبير رياضي شهرستان هاي     جابر عامري: تهيه كننده 
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  و ضرب دكارتي   مجموعه هاجبر  :موسدرس  

، را بيان مي كنيم، آشنايي بـا ايـن مفـاهيم بـراي          ي مجموعه ها  نظريهدر اين درس مفاهيم تكميلي پيرامون       

  . لازم و مفيد استدرك مفاهيم اساسي رياضيات و احتمالات

  جبر مجموعه ها 

ين قوانين براي اعمال روي مجموعه ها به شرح مهمتر. در درس قبل با اعمال روي مجموعه ها آشنا شده ايم

  . فرض شده استي مرجعمجموعه Uدر اين قوانين .زير هستند

   جابجاييت خاصي:الف

ABBAخاصيت جابجايي اجتماع                                                                        UU =) 1  

ABBAصيت جابجايي اشتراك                                                                     خا II =) 2  

  خاصيت شركت پذيري: ب 

CBACBAخاصيت شركت پذيري اجتماع                                           UUUU )()( =) 1  

CBACBA                                  خاصيت شركت پذيري اشتراك       IIII )()( = )2  

  خاصيت توزيع پذيري : پ 

)()()(           خاصيت توزيع پذيري اجتماع نسبت به اشتراك  CABACBA UIUIU = )1  

)()()(       خاصيت توزيع پذيري اشتراك نسبت به اجتماع      CABACBA IUIUI =) 2  

  ) همپوشاني( قانون جذب  :ت 

  .در اين صورت احكام زير همواره برقرار هستند  دو مجموعه باشند،A و B اگر

ABAA =)( UI )1  

ABAA =)( IU)2  

  قوانين دمورگان: ج 

  آنگاه  باشند، Uي مرجعه از مجموعه دو مجموعAوBاگر

BABA ′′=′ IU )( )1  

BABA ′′=′ UI )( )2  
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  قانون تبديل: د 

  آنگاه  باشند، Uي مرجع دو مجموعه از مجموعهAوBاگر

BABA ′=− I   

  اعمال روي مجموعه ها در اثبـات تـساوي هـاي مجموعـه اي را در اصـطلاح جبـر            مربوط استفاده از قوانين  

  .در اين درس مي خواهيم به جبر مجموعه ها، بيشتر بپردازيم. مجموعه ها مي نامند

BABAثابت كنيد كه به كمك قوانين جبر مجموعه ها،   :1تمرين I=′−  

  .ثابت كنيد به كمك قوانين جبر مجموعه ها تساوي زير را  :2تمرين

Φ=− BBA I)(  

  :اثبات 

Φ=Φ=
′=
′=−

I

II

III

A

BBA

BBABBA

)(

)()(

  

  .هر يك از احكام زير را به كمك جبر مجموعه ها ثابت كنيد  :3تمرين

ABBA   الف( ′−′=−

ABAA =− )(U )ب  

)()()( CABACBA III   ج (−=−

BABAA IUI =′   د ()(

BCACBA −=− )()( II) هـ  

CBACBBA −−=− )()()( UU) و  

)()()( CBAACBA −=′− UIU) ز  

  :اثبات

  ) الف

ABABBABABA −=′=′=′′′=′−′ III )(  

  )ب
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ABAABAA =′=− )()( IUU   

  )ج

)()]([

)]([()()]([(])[(

)])[(])[()()(

)()()()(

CBACBA

CBABCBABAA

CBAABACABA

CABACABA

−=−Φ=
−Φ=′′=

′′=′′=
′=−

IIU

IUIIIUII

IIUIIUII

IIIII

   

  ) د

BABABAAABAA IIUIUIUI =Φ=′=′ )()()()(  

  ) هـ

BCABCABCA

CBACBACBA

−=′=′=
′=′=−

)()()(

)()()(

IIIII

IIIII
  

  )و

CBACBACBBCBA

CBBACBBACBBA

−−=Φ′−=′′′′=
′′=′=−

)(])[()()(

)()()()()()(

UIIIUII

IIUUIUUU
  

  ) ز

)()()()()()(

])([)()()()()(

CBACBACABAACBA

ACBAACBAACBA

−=′=′=′=
=′′′=′′=′−

UIUUIUUIU

UIUIIUIU
  

  . زير را ثابت كنيد جبر مجموعه ها تساوي  به كمك :4تمرين

BABAA II =′− )(  

},,,...,{اگر  :5تمرين 10321=A و},...,,,{ 15765=B و },...,,,{ 20321=U    ـ   از  ك حاصل هـر ي

  .ه دست آوريدعبارت هاي زير را ب

=′ )()( BABA IUI) الف  

=′−′− )))()(()( AABBABA UIIU) ب  
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  :تمرين براي حل 

ABBA به كمك جبر مجموعه ها ثابت كنيد كه  :6 ′=′− U)(  

  .ثابت كنيد Uي مرجعز مجموعه اAوBوCاگري دلخواه  براي هر سه مجموعه :7

CBACBA ′′′=′ IIUU )(  

  . با استفاده از جبر مجموعه ها ثابت كنيد :8

CBACBCA −−=−−− )()()(  

  . با استفاده از قوانين جبر مجموعه ها  درستي تساوي زير را ثابت كنيد :9

)()()( CBACABA −−=− IU  

  :ي زير را ثابت كنيدانين جبر مجموعه ها ، درستي رابطه با استفاده از قو :10

BBABA ′=′− )()( UU  

***  

 گـذاري    كـد  هبين مجموعه ها، روشي موسوم ب     يكي از روش هاي اثبات تساوي هاي مربوط به تساوي هاي            

 كـد ا را به جاي هاشور زدن نواحي، آنهبا اين تفاوت كه  ،  اساس اين روش همان نمودار ون است      . نواحي است 

  . گذاري مي كند

 كـد ، سـپس نـواحي را   در اين روش، ابتدا نمودار ون مربوط به مجموعه ها را در حالت كلي رسـم مـي كنـيم     

در اين روش نيازي به حفظ .  ها انجام مي دهيمكدا را روي هدر ادامه اعمال روي مجموعه . گذاري مي كنيم

روشي مناسب بـراي پاسـخ گـويي بـه سـئوالات تـستي            كردن قوانين بين اعمال بين مجموعه ها نيست، لذا          

  .محسوب مي شود

   ثابت كنيد كه :مثال 

BABAA IUI =′ )(  

  . گذاري مي كنيمكد ابتدا نمودار ون را براي دو مجموعه، رسم مي كنيم و نواحي را :حل 

  

  

A 
B 

U 

1 2 3 

4 
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},{},{ 4231 =′→= AA  

BABAABA IUIU ==′→=′ }{)(},,{ 3432  

   ثابت كنيد كه :مثال 

)()()( CABACBA III −=−  

  :حل 

  

}{)( 5=−→ CBAI},{ 52=− CB  

}{)()(
},{

},{
5

74

75
=−→





=
=

CABA
CA

BA
II

I

I
  

)()()( CABACBA III −=−→  

)())()(((يمجموعه :مثال  BABCBBA −′′− UIIU با كدام مجموعه برابر است؟ ،

  ) رياضي99كنكور (

1 (BA ′U             2 (BA ′I            3 (A             4( B′  

  : حل 

  

},{ 41=− BA  

},,,,,{)(},{ 85432167 =′→= CBCB II  

},,,{ 8431=′B  

},,,{)(},,,,,{ 8431875431 =−′→=′ BABAB UU  

},,,{)))()(( 8431=−′′ BABCB UII  

BBABCBBA ′=−′′−→ )))()(()( UIIU  

***  

  

  

A B 

U 
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4 
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5 
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8 
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U 
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   دو مجموعهدكارتيضرب 

BA دو مجموعه باشند،   A وBاگر  و  Aل آنها عـضو     ي او ي زوج هاي مرتبي است كه مؤلفه       مجموعه ×

  . باشندBم آنها عضوي دومؤلفه

}|),{( ByAxyxBA ∈∧∈=×  

}{ اگر :11تمرين 52, =B   1,2,3}{ و=A مجموعه هاي زير را تعيين كرده و نمودار هـر يـك از             . باشد

  . آنها را رسم كنيد

=2A) 3                     =× AB) 2               =× BA) 1  

  :حل

1 (  

  

  

  

}{ (3,5)(2,5),(1,5),(3,2),(2,2),(1,2),=× BA  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :در اين صورت  دو مجموعه باشند،Aو Bاگر :نتيجه

ABBA ×≠×) 3  )()()( BnAnBAn ×=×) 1  

Φ=×Φ=Φ× AA) 4  )().()( AnAnAn =2) 2  

5  2  B                   

                A  
  1  )1و2(  )1و5(

  2  )2و2(  )2و5(

  3  )3و2(  )3و5(

 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x
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2BBAيمجموعــه. باشــدA=1,4,5}{ وB=1,2,3,4}{ اگــر: 12تمــرين  را بــا عــضوهايش ×−

   .بنويسيد

BA، اگرAو Bي براي هر دو مجموعه: توجه  ABBA آنگاه =    و برعكس×=×

},,{اگر :13تمرين zyA },,{و =−51 341+= xB    در اين صورت، با فرض ABBA ×=× ،

zyxترين مقدار برايكم   . را بيابيد++

},,{اگر :14تمرين   zyA },{و =8 3xB ABBA در اين صورت، با فـرض     = ، بيـشترين   ×=×

zyxمقدار عبارت   )13  جواب. ( را بيابيد+−

×=Φ ثابت كنيدكه اگر   : 15تمرين BA،      يآنگاه حداقل يكي از دو مجموعـه B   يـاA      تهـي اسـت و 

  برعكس

Φ=∨Φ=↔Φ=× BABA  

  :اثبات

ل                            حالت اوΦ=∨Φ=→Φ=× BABA  

By و ∋Axباشد،آنگاه وجـود دارد   Φ≠B و Φ≠Aاگر) به روش برهان خلف   (اثبات    بطـوري كـه    ∋

BAyx   .  و اين مخالف فرض است),(∋×

=Φ=×→Φ=∨Φم                            لت دوحا BABA  

×=Φ=×Φ  باشد،آنگاه وجود داردΦ≠B وΦ=Aاگر BBA   

×=×Φ=Φ  باشد،آنگاه وجود داردΦ=B وΦ≠Aاگر ABA  

×=Φ=Φ×Φ  باشد،آنگاه وجود داردΦ=B وΦ=Aراگ BA  

***  

  . حكم مقابل را ثابت كنيد: 16تمرين

CB
A

CABA
=→





Φ≠
×=×

  

  :اثبات
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CB

CyCAyxBAyxBy CABAAxA

⊆⇒

∈→×∈ →×∈ →∈ ×=×∈∃→Φ≠ ),(),(
  

BC

ByBAyxCAyxCy BACAAxA

⊆⇒

∈→×∈ →×∈ →∈ ×=×∈∃→Φ≠ ),(),(
  

CB =∴  

در اين صورت تعيين تمام عضوهاي .  زير مجموعه ي اعداد حقيقي باشند  B يا Aي اگر دو مجموعه   :توجه  

BA AB يا × براي رسم نمودار   . لذا فقط به نمايش رياضي و رسم نمودار اكتفا مي شود          .  ممكن نيست  ×

ي تعيين شده روي هر يك از محور هاي مختصات ، با توجه به مجموعـه                يي ابتدا محدوده  چنين مجموعه ها  

BAي AB يا × ي معادلهدر صورتي كه نا   . ( زنيم يي مشترك را هاشور م    سپس ناحيه . مي تعيين مي كن   ×

 نمودار بصورت نقطه چـين رسـم مـي        ،ي نباشد متناظر آن شامل مساوي باشد نمودار كامل و اگر شامل مساو          

  .)شود

}|{ اگر : مثال 31 ≤≤∈= xRxA و }|{ 42 ≤<∈= xRxB  ي مجموعـهBA  را بـا نمـاد      ×

  .رياضي نوشته و سپس نمودار آن را در صفحه نمايش دهيد

  : حل

}|),{(},|),{( 42,31 ≤<≤≤=∈∈=× yxyxByAxyxBA  

  

  

  

  

  

  

  

],[در صورتي كـه     :17 تمرين 41=A و ],[ 2o=B       ،يمجموعـه  در ايـن صـورتBA را بـا نمـاد      ×

  . هاشور بزنيدكارتي،ي مختصات دصفحه آن را در نموداررياضي نوشته و سپس 

4=y 

2=y 

1=x 3=x 
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  حاصل ضرب دكارتي هر يك از مجموعه هاي زير را در دستگاه محور هـاي مختـصات رسـم                   :18 تمرين

  .كنيد

?)( =× BA→][ 3,2−=B و ]( 1,2−=A) الف  

?)( =× AB →](1,3=B و )( +∞= 1,A )ب  

?)( =× BA→]( ,2−∞=B 1,2][ و=A )ج  

  : تمرين براي حل 

RAاگر  :19 },,{ و= 21o=B ،نمودارBA   . را رسم كنيد×

ــر  :20 },,{اگ zyA −= },,{و 5 231 −+= xB   ــرض ــا ف ــورت، ب ــن ص ABBAدر اي ×=× ،

zyxبيشترين مقدار براي   . را بيابيد++

BAنمودار هر يك از حاصل ضرب هـاي        با توجه به مجموعه هاي داده شده،        :21 ABو ×  را رسـم    ×

   .كنيد

 },,{ 432=B       و},{ 32=A )الف  

],( 51=B   و    },{ 43=A  )ب  

],[ 83=B   و   ],[ 62=A )پ  

},{ 32=B     و  RA   ت(  =

],[ 41=B  و    NA   ث(  =

}|{ اگر: 22 22 <≤−= xxAو }|{ 11 ≤≤−= xxB22 نمودار BA   . را رسم كنيد−

***  
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